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Uvod do paralelného programovania

Ciel’ kurzu:

nauat systémovy navrh rieSenia uloh paralelného programovania pre
rozne typy architektur a pomocou logického kalkulu naucit dokazat
spravnost tychto rieseni

Plan kurzu (14 prednasok):
1.-3. syntax jazyka UNITY, Specifikacna logika, typy architektur

4, - 10. rieSenie konkrétnych uloh paralelného programovania z réznych
oblasti (operacné systémy, fault tolerant systémy, protokoly ...)

11.-14. iné paralelné jazyky, iné Specifikacné logiky

Literatuara:

K. M. Chandy, J. Misra: Parallel Program Design. Addison-Wesley 1988
C. Stirling: Modal and Temporal Properties of Processes, Springer 2001
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Uvod

e Historia:

— 50-te roky: sekvencné programy boli Sité na mieru pre dany
hardvér (instrukcie procesora, velkost paméte, sposob
adresovania atd’.)

— Cestou na prekonanie tejto nevyhody boli jazyky vyssej
urovne (Fortran, Algol, Pascal, C, C++, Java, ....)

— paralelné programy dnes pripominaju sekvencné programy z
50-tych rokov - programator musi vediet typ architektiry
(synchrénna, asynchrénna, distribuovana), pocet procesorov
atd. Neexistuje ,univerzalny" paralelny programovaci jazyk
typu C, Java.

e Riesenie v dvoch krokoch:
— abstraktné riesSenie (nezavislé na architekture)
- efektivne ,zjemnenie" pre konkrétnu paralelnu architekturu



Zakladné Crty tedrie, ktord budeme
pouzivat:

Nedeterminizmus (je to jednoduchsie s nim a postupnym
zjemnenim moze byt odstraneny); niektoré systémy su zo
svojej povahy nedeterministické, napr. OS

absencia ,,control flow™

synchrénnost a asynchrénnost

stavy a priradenia (prechodové systémy)

kod programu nie je prepleteny s dokazom

spravnost (zavisi len od programu) a zlozitost (zavisi od
programu a jeho implementacie na konkrétnej architekture)
su oddelené



UNITY

Unbounded Nondeterministic Iterative Transformations

e Programy:
— deklaracie premennych
— Specifikacia pociato¢nych hodnot
- mnozina priradeni
e Vykonanie:
— zacdina zo stavu vyhovujuceho vstupnej (pociato¢nej) podmienke
— program sa vykonava donekonecna

- v kazdom kroku sa nedeterministicky vyberie priradovaci prikaz a
ten sa vykona

— kazdy prikaz sa vyberie nekonecne vela krat
e Nespecifikuje sa:

- kedy sa prikaz vykona

- kde sa vykona



UNITY

Programy sa dalej alokuju na konkretne architektury, kde
sa uz specifikuje viac

Stav sa vola pevny bod, ak vykonanim lubovolhého prikazu
program prejde do toho istého stavu

predikat FP charakterizuje pevny bod

stabilny predikat je taky, ktory ked' raz plati, plati potom uz
stale

(Pozor: angl. eventually znamena urcite niekedy/raz iste)

(FP je stabilny)



Priklad: Urcenie terminu schodzky

Uloha: urdit najbliz&i vyhovujuci ¢as (pre 3 osoby),
kedy sa mo6zu stretnut
F ma volhy len kazdy pondelok, tak vzdy povie datum
najblizSieho pondelka; f, g, h su funkcie zodpovedajlce
osobam F, G, H (,,Co povedia™)
com(t) = {t=f(t) =g(t) = h(t) } (boolovska funkcia)
Specifikdcia: dané st monotdnne neklesajlce ¢iselné
fukcie f, g, h také, ze pre kazdé t plati:
—ft)>tag(t)>tah(t)>t
- f(f(t)) = (&) A g(g(t)) = g(t) n h(h(t)) = h(t)
- existuje z také, ze com(z) plati




e Treba najst program, ktory ma nasledujlci stabilny
predikat:
- r=min{ t | com(¢t) }
e ROzne stratégie:
- F, G, H sedia za okruhlym stolom a posielaju si listocky s
najblizsim vyhovujucim ¢asom; ked’ listok obehne dookola
bez zmeny, tak je to dohodnuté

— Ustredny koordinator: kazdy mu posle svoj navrh, ten
naspat posle vSetkym maximum; opakuje sa to, az
koordinator nedostane naspét to isté, ¢o poslal

— aukcia (kto da viac), prekrikovanie



UNITY rieSenia 1

Program P1

assignr:=min{u| 0<u<zacom(u)}
end{P1}
na sekvencnej architektire: zlozitost O(z)
ked' ma z procesorov: O(log z) krokov

nevyhoda: zbytocne testuje hodnoty, napriklad u také, ze t <
u < f(t)

10



UNITY riesenia 2

e Program P2

initially r =0
assignr:=f(rnN0r:=g(r)0r:= h(r
end {P2}

Dokaz spravnosti:
e 1l:invariant (0<r) AVU(0<u<z=-com(u))
(z toho vieme, ze r < 7)

ukazeme, Zze na zaciatku je true a ze vykonanie
hociktorého prikazu ho zachovava

o 2:FP=r=fr)Ar=gqg(r) Ar=~h(r)t.j. FP= com(r)

11



Pokracovanie dokazu

e z1 a2 vyplyva, Zze ak program dosiahne pevny bod, tak
tento je najskorsim Casom stretnutia

e Treba este ukazat, ze kazdé vykonanie programu vedie
k pevhému bodu
e 3: Ukazeme, ze ak —FP A r = K v nejakom bode
vypoctu, tak neskor bude platit r > K
- z 1 vieme, ze r nemoOze stupat cez z, teda raz (angl.
eventually) urcite bude musiet FP platit
—z2mame -FPAr=K=K < f(K) v K < g(K) v K <
h(K);
- nech K < f(K); ale raz sa r := f(r) musi vykonat a
tak sa r zvysi

12



UNITY rieSenia 3

Riesenie s ,centralnym koordinatorom™:

Program P3

initially r=0

assign r := min{ f(r), g(r), h(r) }
end{P3}

Alokovanie na von Neumannovskom pocitaci
opakovat sekvenciu r := f(r); r := g(r); r := h(r) az kym sa
nedosiahne pevny bod, teda prikaz r := h(g(f(r)))
moze byt vyhodnejsie ¢astejsie aplikovat f nez g, h
r:=fr), r:=g(r); r:=1fr);, r:=h(r)
r:= h(f(g(f(r)))
P2 mozno alokovat na pocitaC s 3 procesormi, kazdy pre
jednu osobu

spravnost tychto pristupov aj programu P3 plynie z dékazu
spravnosti pre P2

13



UNITY Program Structure

Program program_name
declare declare_section
always always_section
initially initially_section
assign assign_section

end

program_name: string of text

(ak je telo sekcie prazdne, moézeme zodpovedajuce klicové
slovo vynechat)

declate_section: PASCAL like (int, boolean, array, set...)

always_section: definuje niektoré premenné ako funkcie
inych; podmienky, ktoré vzdy platia (invarianty)

initially_section: definuju pociatocné hodnoty premennych;
neinicializovane maju lubovolnu hodnotu
assign_section: obsahuje mnozinu priradovacich prikazov

14



UNITY Program Structure 2

Vykonavanie programu zacina v stave, ked premenné maju
hodnoty priradené v initially_section

V kazdom kroku jeden prikaz je vykonany v nahodnom poradi

Pocas nekonecného vypoctu kazdy prikaz je vykonany
nekonecne vela krat

Stav programu sa vola FIXED POINT, ak vykonanie
ktoréhokolvek prikazu tento stav nezmeni

Programy nemaju vstupno-vystupné prikazy

15



UNITY Program Structure 3

Assignment Statement
-X,y¥,2:=0,1, 2
-X,y:=0,1]||z:=2
- {|]j: 0<j<N:: A[j] := B[j]) znamena A[0] := B[O] || ...
|| ALN] := B[N]
- x:=-1ify<0~0ify=0~1ify >0
Structure of Assignment Statement (assign_stat)
assign_stat — assign_comp { || assign_comp }
Assignment component (assign_comp)
assign_comp — enum_assign | quantif_assign
premenna sa moze vyskytnut aj viac raz na lavej strane, je
vSak zodpovednostou programatora, ze vsetky hodnoty, ktoré
sU jej priradené, su identické
kazda assignment-component je vykonavana nezavisle a
simultanne
|| (dve Ciary): sucasné (synchrénne) vykonanie
{...}: nula alebo viac krat

16



UNITY Program Structure 4

Enumerated assignment (enum_assign)

enum_assign — variable_list : = expr_list

variable_list —» variable { , variable }

expr_list - simple_expr_list | conditional_expr_list

simple_expr_list - expr { , expr }

conditional_expr_list —» simple_expr_list if bool_expr

{ ~ simple_expr_list if bool_expr }

Expression (expr), Boolean expression (bool_expr): PASCAL like

hodnoty vSetkych expr na pravej strane a indexov na lavej strane su
vyhodnotené a potom priradené premennym na lavej strane

Conditional_expr: ak ich je viac true, tak zodpovedajuce
simple_expr_list musia mat rovnaky hodnotu — musi to byt
DETERMINISTICKE

Priklady:
— vymenenie obsahu x, y:
X, Y=y, X

— absolitna hodnota y je x:
X:i=yify>0~-yify<0
- sum, j:=sum+ A[j],j+ 1ifj <N

17



UNITY Program Structure 5

Quantified assignment (quant_assign)
quant_assign — ( || quant assign_stat )
Quantification (quant)
quant — variable_list: bool_expr ::
premenné z variable_list sa nazyvaju viazané
rozsah quant je dany zatvorkami ()

“pripad vyhovujuci quant® je mnozina hodnot viazanych
premennych pre ktoré plati bool_expr
quant_assign znamena nula alebo viac assign_comp ziskanych
(z assign_stat) nahradenim viazanych premennych ich
,pripadmi®, ,pripadov" musi byt konecne vela
Priklady
- A[0..N], B[0..N] of int, treba priradit max(A[j], B[j]) do
AT - CI1J: 0<j< Nt A[j] := max(Al], B )
— Priradenie jednotkovej matice do U[0..N, 0..N]
(11j, kiO<j<NAO<k<N::U[j,kl:=0ifjzkn~1ifj=k)
(|l J, kiO<JSNAO<SK<SNAjzk::U[j, k]l :=0)]||(||j:0<]j
<N::U[,Jjl:=1)
([lJ:O<j<N::U[J,jl:i=1| (]| ki 0<k<NAaAj=k::U[j K]
=0
18



UNITY Program Structure 6:
Assign section

assign_section — statement_list
statement_list —» statement { [ statement }
statement —» assign_stat | quantified_statement_list
quantified_statement_list —» ( 0 quant statement_list)
. [ (obdizni¢ek): separator medzi statements, ich podet musi
byt konecny
e Obmedzenie: bool expr v quant nesmie obsahovat premenné,
ktorych hodnota sa m6ze zmenit pocas behu programu

e Toto obmedzenie zarucuje, ze mnozina statements je pevna -
statements sa netvoria pocas vypoctu
e Priklady: Priradenie jednotkovej matice do U[0..N, 0..N]
- (N + 1)2 statements:
(0j,kiO<j<NAO<k<N::U[jk]:=0ifjzk~1ifj=Kk)
- 2 statements:
(|1 J, kiO<JSNAO<SKk<SNAjzk::U[J, k]:=0)II(]|]Jj:0Z<
J<N::U[J, jl:=1)
- N + 1 statement_lists, kazdy z nich ma 2 statements

(0j:0<j<N::U[J,Jjl:=10(|| kiO<k<NAaAj=+k::U[J K]
=0)

19



UNITY Program Structure 7:
Initially section

syntax rovnaka ako assign_section, namiesto symbolu := sa
pouziva =

definuje inicialne hodnoty premennych
premenné sa vyskytuju na lavej strane najviac raz

existuje usporiadanie rovnosti také, ze kazda premenna v
kvantifikacii je bud’ viazana alebo sa nachadza na lavej strane
nejakej predchadzajucej rovnosti

existuje usporiadanie za quantified equations, ze kazda
premenna na pravej strane alebo v indexe sa nachadza na
lavej strane nejakej predchadzajlcej rovnosti

tieto dve podmienky hovoria, ze inicialne hodnoty su dobre
definované

initially_section definuje inicial condition; je to najsilnejsi
predikat, ktory plati na zaciatku
ziska sa nahradenim 0 a || za A @ podmienené vyrazy tvaru
x =eyifb,~..~e, if b,vyrazom
v(bo > X=¢€))A...r(b,=Xx=¢,))
Co nie je ekvivalentnés ((x = e;) Anb,) v .. v((x =e,) A b,)
— napr. y = 2 if false 20



UNITY Program Structure 8:
Initially section, priklady

nemozno zamenit 0 na ||, v takom pripade by neexistovalo

usporiadanie prikazov také, ze N je iniciované pred jeho

pouzitim

— initially N=30(|| k:0<k <N :: A[N-Kk]=k)

prelozenie pociatocnej podmieky pre

(0j,kiO<j<NAO<k<SN::U[jk]l=0ifjzk~1ifj=k
)

vyzera nasledovne:
INJ,k:O0<JSNAO<SkKk<N::(zk=>U[j,kl=0 A=k
= U[j, k] = 1))

Priklad:
Program P3

declare r: int

initially r=0

assign(0j: 0<j<N::r:=jxfr))
end{P3}

21



Sorting 1

Program sortl
assign
(0j:0<j<N::
Aljl, AlJ + 1] := A[j + 1], A[J]1 if A[Jj] > A[j + 1])
end{sortl}

Program sort2
assign
(0j: 0<j<NAeven(j) ::
Aljl, A[j + 1] := A[j + 1], A[J]1if A[j] > A[j + 1])
O(0j: 0<j<NAo0dd() ::
Aljl, AlJ + 1] := A[j + 1], A[J]1if A[J] > A[j + 1])
end{sort2}

22



Sorting 2

e Program sort3
assign
(0k: 0<k<1::
(|| J:0<j<NA(k=jmod?2) ::
Alj], A[J + 1] := A[J + 1], A[J]1if A[j] > A[J + 1] )
end{sort3}

23



Binomial Coefficients

C(n, k) znaci ,,n nad k"
C(n,0)=C(n,n)=1,C(n, k) =C(n-1,k-1)+ C(n-1, k)
Program binomial

assign
(0n:0<n<N=:
c[n, 0] :=1

|| c[n, n] :=1
O(|| k: 0 < k<n::
c[n, k] := c[n-1, k-1] + c[n-1, k] )
end{binomial}

poradie je lubovolné: c[n, k] moze byt priradena hodnota, hoci
c[n-1, k-1] alebo c[n-1, k] nie je este vypocitané

tu mozno hocktoré || nahradit symbolom [

pre n = 0 je c[0, 0] dvakrat na lavej strane, ale vzdy je mu
priradena rovnaka hodnota

24



UNITY Program Structure 9:
Always section

syntax rovnaka ako v initially_section

premenna na lavej strane sa nazyva transparentna, ak je
funkciou netransparentnych a nie je na lavej strane
inicializacii alebo priradeni

rovnaké obmedzenia ako v initially_section
Priklad:

— ne — pocet zamestnancov

— nm, nf — pocet muzov, zien

- always ne = nm + nf
always_section nie je nevyhnutna, ale

— invarianty

— transparentné premenné mozno chapat ako ,makro-
instrukcie®

- efektivna implementacia — vyhodnotenie TV mo6ze byt
odlozené kym treba alebo kym sa nezmeni hodnota
premennej ktord definuje

25



UNITY Program Structure 10

Quantified Expression
expr —» ( op quant expr )
op—>min|max|+|x|AaA|lv]=]..
ak neexistuje , pripad", potom expr (nalavo) ma hodnotu
neutralneho prvku operatora op

neutralne prvky:  min max + x A _

0 o 0 1 true false true

Priklady
1. (vj: 0<j<N::b[j])
true, ak nejake b[j] je true
2. (minj: 0<j<N:: A[J])
najmensi prvok pola A[0..N]
3. (+j:0<j<NAA[J] <A[k]:: 1)
pocCet prvkov mensich ako A[k], ak A[k] je v A[0..N]

26



Programming Logic

{p} s {g} ak plati p a s skonci tak bude platit g
p: precondition, g: postcondition, s: statement
predikaty nie su viazaneé s nejakymi miestami v
programe, ako u sekvencnych programov

logika pre uvazovanie o nekonecnych postupnostiach
programovych stavov

tvrdenie {true} t {p} (pre prikaz t programu F) hovori,
ze niekedy raz (eventually) p bude platit

vlastnosti programov:
- Safety (,,niC zlé sa nestane")
- Progress (,,nieco dobrée sa stane")

budeme predpokladat, ze program ma aspon jeden
prikaz

viacero vyrokov v hypotéze znamena konjukciu
viacero vyrokov v zavere znamena disjukciu

27



Basic Concepts

e (hypotéza / zaver)
- {p} s {true}
- {false} s {g}
- {p} s {false} / - p
- Apts<qr, {p}s{q}/{pvp}rs{qgvag?
- {prs{gr, {pFs{q}/{pvpFs{gvqg’
-p'=p,{prs{qr,g=q" /{p}ys{q’

28



Dokazovanie tvrdeni o priradovacich
prikazoch

{p} x :=EA{q}
1. V g nahradime za x vyraz E (oznacCenie g*¢)
Priklad: {x<2} x:= x+3 {x <10}; g¢¥ = x+3 < 10
2. Ukazeme, ze p = g%
ak E = e, if by ~ ... ~ e, if b, tak vyraz g% bude takyto:
(by = G) A .- A (b, = %)) A ((=bg A ... A=b,) = Qq)
moze sa pisat aj v tvare
{p A by} x :=e5{q}

{prbyyx:=e,{q}
{pA(=byn...An=b,)=q}
Poznamka.
- Znak = budeme pouzivat ako oznacenie logickej
implikacie.
- Znak = oznacuje jednak logicku ekvivalenciu, jednak
syntakticku ekvivalenciu. Vyznam je zrejmy z kontextu.

29



Kvantifikované tvrdenia

e Majme program F (ktory obsahuje aspon jeden prikaz)
Budem uvazovat dva typy tvrdeni:

1.(Vs:sinF ::{p}s{qg})

2.(3s:sinF :: {p}s{qg})

e Priklad: nech F=(07j: b(j) :: t(j) )
pre 1. treba ukazat, ze {p A b(j)} t(j) {g}

pre 2. treba ukazat, ze existuje j také, ze b(j) plati a
sucasne {p A b()} t() {q}

30



Kvantifikovane tvrdenia - priklady

e Priklady (Vs, 3s znamena pre kazdy prikaz a existuje
prikaz v programe F)

1. Hodnota x neklesa: univerzalne kvantifikované cez
vsSetky Ciselné hodnoty k
(Vs i {x=k}s{x=>k})
2. Sprava ostava v kanali az kym nie je prijata
e inch = in channel (v kanali)
e rcvd = received (prijatd)
(Vs :: {inch} s {inch v rcvd} )
3. Ako 2 ale prijaté spravy su odstranené z kanalu
(Vs :: {inch A —rcvd} s {(inch A —rcvd) v (—inch A rcvd)}
)
4. Hodnota x je neklesajuca a stupne
(Vs i {x=k}s{x=>k})
(As 11 {x =k} s{x>k})

31



Vypoctovy model

mnozina vypoctovych postupnosti priradena ku
kazdému programu

nekonecne postupnosti, kazda reprezentuje jeden
mozny beh (vypocet) programu

R; = j-ty prvok postupnosti R, j > 0

R = (R;.state, R;.label)
state (stav) — hodnota vsetkych premennych
label — prikaz vykonany v j-tom kroku

32



Vypoctovy model

R,.state — iniciacny stav (ak nie su dané iniciacne
hodnoty pre vsetky premenné, nemusia byt rovnaké pre
rozne R)

R;,,.state je jednoznacCne urceny R;.state a R.label-om,
téda R,.state a { R,.label | 0 < <’J + urCUJu R;.state

Spravodllvy vyber prikazov: VRVs, R;.label = s pre
nekonecne vela j

PRl =p plati v stave R;.state

{p} s {g} znamena
VRVjJ: (p[Rj] A Rj-|abe| =S) = Q[Rj+!]

33



Zakladné pojmy

unless (a Specialne pripady stable a invariant)
ensures
leads-to (oznacenie —)

Safety: p unless g, p is stable, p is invariant
Progress: p ensures g, pl g

pouzivame univerzalnu kvantifikaciu; x = k unless x > k
znamena ( VK :: x = kunless x > k)

34



Unless

(dany je program F)

punlessg=(vs:sinF :: {pAr—-g}S{pvag}
ak p je true a g nie je true v nasledujucom kroku, p
ostava true alebo g sa stane true

ak v nejakom mieste vypoctu F plati p, tak

- g nebude nikdy platit a p bude stale platit

- g bude urcite raz (eventually) platit a p plati aspon
pokial g za¢ne platit

(P A —=q)[R;] = (p v @)[R;;]

Z “p unless g” mozno odvodit: p[R;] =
(Vk: k>2j:: (pA—=G)[R] )V
[(Am:m>j:: q[R,]) A
(Vk:j<k<m:(pr-=qg)R])]

35



Unless

e Priklady:

1. x neklesne
e X = kunless x > k
e X >k unless x > k
e X > k unless false

2. Sprava je v kanali az kym nie je prijata a potom je
odstranena z kanalu
e inch A —rcvd unless —inch A rcvd

36



Specialne pripady unless
(stable, invariant)

p is stable = p unless false

g is invariant = (initial condition = g) A g is stable

ak p is stable, tak ak sa raz stane true, potom ostane
vzdy true (t.j. {p} s {p} pre Vs)

invariant je vzdy true

Pozorovanie: Ak I, J su stable (pre program F), potom
ajI AJ,1Iv]sustable. Podobne pre invarianty.

Oznacenie: constant p: ak p aj —p su stable
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Specialne pripady unless
(stable, invariant)

Substituc¢na axioma: Ak x = y je invariant programu
F, tak m6zZzeme x zamenit za y vo vSetkych vlastnostiach
programu F.

Ak I je invariant, je zamenitelny s true a vice versa.
Dosledok: p unless g, —g is invariant = p is stable.

Dokaz:
—q = true /* substitu¢na axioma */
p unless g /* predpoklad */
p unless false /* z predchadzajlcich */
p is stable /* z definicie */

Ak I je invariant, tak p mo6ze byt zamenitelné sI A p
alebo —I v p a podobne.

Dokazat, ze p je stabilné: staci ukazat, ze I A p je
stabilné, ¢o moze byt lahSie, ako pre samotné p.
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Ensures

(dany je program F)
pensuresg=p unlessga{@s:sinF :: {pr-g}S<{g}

Ak p je true v nejakom bode vypoctu, p ostane true,
pokial g je false (p unless @) a urcite raz (eventually) sa
stane g true (,raz nan doéjde"™) po vykonani nejakého
prikazu s

Z , p ensures g" mozno odvodit:
pPIR] =
(Im:m=>j:: q[R,,]) A ( )
(Vkij<k<m:i(pA-qIR]) ( )
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Ensures - priklady

1. x je neklesajuca a raz stupne
e X = k ensures x > k, teda
e (Vk :: x = kunless x > k),
o (Vk::(3dAs::{x =k} s{x>k})

2. ProgramP: x:=0ifx<0 0 x:=0ifx>0

e “x = 0 ensures x = 0” nie je vlastnost tohto programu,
lebo neexistuje s take, ze {x = 0} s {x = 0}, pretoze
ak je to bol prvy prikaz (teda x := 0 if x < 0), potom

{x#0}x:=0ifx<0<{x =0}
{xX#0AXx<0}x:=0{x=0}

e priradenie x := 0 sa ale pre x > 0 ,nevykona" a tak

vystupna podmienka x = 0 nebude platit

e rovhako nemoze vyhovovat ani druhé priradenie
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Leads-to

program F ma vlastnost , p leads-to g" (p —» g) ak tato
vlastnost moze byt odvodena kone¢nym poctom
aplikacii nasledujucich odvodzovacich pravidiel (tvar
hypotéza / zaver):

1. pensuresg/p — g

2. p>qg,gq->r/p-r /* tranzitivita */

3. (vm:m e W:: p(m) -> q)/

dAm: m e W:: p(m) ) —> g

pre nejaku mnozinu W /* disjunkcia */
Ak p sa stane true, tak g je alebo bude true.

Nemozno vsak tvrdit, ze p ostane true, az kym g nie je
true.

Z , p leads-to g" mozno odvodit:

PIR;] = (3m: m >j :: q[R,] ) /* q niekedy plati */
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1.

Leads-to priklady

Z pravidla disjunkcie dostaneme, ze plati
nasledovné: p, - q, p,>q/ p,;v p, —> q.

Totiz(vm: me {1, 2} :: p(m) > qg)/{(3Im: m e
{1, 2} :: p(m) > q).

Pre Program P z prikladov pre ensures dokazeme,
ze
X0 ->x=0".

X #0ensures x>0 /* z programu */
X#0—->x2>20 /* z predchadzajluceho */
X>0ensuresx =0 /* z programu */
X>20->x=0 /* z predchadzajluceho */
Xz0-x=0 /* z tranzitivity */
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Pevny bod

e je to stav programu, ktory sa dalSim vykonavanim
programu uz nemeni

e definujme predikat FP pre program G:
- FP=(VvVs:sinGasisx:=E::x=E)
- FP[R;] =(Vk: k>j :: R,.state = R;.state )
e Priklady
1. k:=k+1
FP=k = k + 1 = false
2. k:=k+1ifk<N
FP=[k<N=k=k+1]=k>N
3.(0j: 0<j< N::m=max(m, A[j]) ),
FP=(Aj: 0<j < N ::m=max(m, A[j]) )=
(AJ: 0<J<N::m=A[])=
m>({(maxj: 0<j<N::A[J])
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Vlastnosti unless 1

Reflexivnost a antireflexivnost:
p unless p
p unless —p
Dokaz: {false} s {p}, {p} s {true} pre vs

Zoslabenie:
p unless g, g = r/ p unless r

Dokaz:
{pr—-qgys{pvgr.Zqg=r —-r= —qateda
P A== PpAnAn-—-d
pvg= pvrateda
{p A=r}yS<{pvr}, t.j. ,p unless r".
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Vlastnosti unless 2

Disjukcia
p unless g, p’unless g’/
/ (pvp)unless (=pArq)v(=p'Aq)vI(gnrq)

Konjunkcia
p unless g, p’unless g’/
/ (pArp)unless (pAq)v(p'Aq)v(gAaq)

DbOkaz: A a v mdzu byt aplikované na post- a pre-conditions,
teda

{bAr=q@)A(P'A=q)}s{(pvag)rpP'vag)}
potom pouzit pravidlo

p'=p,q=q,{prSHqr/{p}F S{q’}
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Vlastnosti unless 3

Jednoducha disjukcia

p unless g, p’unless g’/ pv p’unless g v g’
Jednoducha konjunkcia

p unless g, p’unless g’/ p A p“unless g v g
Dokaz: z predoslych viet a zoslabenia

/

“Tranzitivita”
p unless g, g unless r/ p v g unless r
Dokaz: disjunkcia a zoslabenie
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Vlastnosti unless 4

Dosledok 1.

p =g/ punless g
Dokaz: zoslabenim. Podla reflexivnosti p unless p,

z predpokladu p = g dostaneme p unless g

Dosledok 2.

—p = g/ p unless g
Dokaz: zoslabenim. Podla antireflexivnosti p unless —p,

z predpokladu —p = g dostaneme p unless g
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Vlastnosti unless 5

Doésledok 3.
[p unlessgv r]=[p A—gunless g v r]

Dokaz:

Predpokladajme ,p unless g v r”".
- antireflexivita: —g unless g
— jednoducha konjukcia: p A =g unless g v r

Predpokladajme "p A —-q unless g v r”
— z dosledku 1: p A g unless g
— jednoducha disjunkcia: p unless g v r
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Vlastnosti unless 6

Dosledok 4.
pvgunlessr/ punlessgvr
Dokaz:
p v g unless r  /* predpoklad */
— @ unless g /* antireflexivnost */
p A—gunlessgvr /* jednoducha konjunkcia */

p unlessgv r  /*zdo6sledku 3. */

Dosledok 5.

(Vjiip; unless p; A @y / (Vj:ip;) unless (Vj:iippaEFjiiqy
Dokaz: indukciou, IP (N = 2) pouzitim konjukcie
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Vlastnosti ensures 1

Reflexivnost:
p ensures p
Dbokaz: p unless p a Vs plati {p A —p} s {p}. Ked%e kazdy

program obsahuje aspon jeden prikaz, tvrdenie je dokazané.

Zoslabenie:
p ensures g, g = r/ p ensures r

Dokaz:

— zoslabenie pre unless plati, staci teda ukazat, ze ak 3s
take, ze {p A =g} s {g}, potom {p A —r} s {r}

- Vyplyvatoz g =r, -r = —g a teda
DA—F=pA-qg
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Vlastnosti ensures 2

Nemoznost:
p ensures false / —p
Dbokaz: z “p ensures false” vieme, Z2e 3s {p} s {false}
teda p = false
Konjunkcia
p ensures g, p’ensures g’/
/ (p A p’) ensures (p A q’) v (p'Aq)v(qGnq)
Dokaz: podobny ako pre unless
Disjukcia
p ensuresg/ pvrensuresqgvr
Dokaz: z definicie

51



Vlastnosti ensures 3

Dosledok 1.
p = g/ p ensures g
Dbokaz: p unless g a zoslabenie

Dosledok 2.
p v gensuresr/ pensuresqgvr
Dokaz:
p v g unless r  /* z predpokladu */
p unless g v r  /* dbsledok 4 pre unless */
p v g ensures r /* predpoklad */
p ensures g v r /* konjunkcia a zoslabenie */
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Vlastnosti ensures 4

e Dosledok 3.
punlessgvr/paA-—-gunlessgvr

Dokaz:
p ensures g v r /* predpoklad */
(pAqg)v (pA—Q)ensuresgv r /*rozpisany predpoklad */
p A—gensures (pArqg)v(gvr) /* z dosledku 2 */
p A —gensuresqgvr /* z predchadzajlceho zoslabenim */
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Vlastnosti leads-to 1

e Technika dokazov: indukcia vzhfadom na pocet odvodeni
(dlzka d6kazu) = sStrukturalna indukcia

e Nemoznost:

p — false / —p
Dokaz. Zakladny pripad:

- predpokladajme p ensures false
— Z nemoznosti pre ensures mame —p

Indukény krok: nech tvrdenie plati pre odvodenie dizky n.
Uvazujme dva pripady podla sp6sobu odvodenia p — false

1. pripad (p — r, r — false / p — false ):

z r — false vyplyva —r (podla indukéného predpokladu,
kedze toto odvodenie je kratsie)
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Vlastnosti leads-to 2

KedZe —r z p — r dostaneme p — false,

A kedZe odvodenie p — r je kratSie ako n opat podla
indukcného predpokladu dostaneme —p

2. Pripad (WN\m: m e W :: p'(m) —> q),
p=vVm:meW:: p(m)))

(Vm: me W :: [p(m) — false] / —p’(m))

—g /* predpoklad */

(Vm: m e W :: —p’(m)) /* indukény predpoklad */
—(aAm: m € W :: p’'(m)) /* z predoslého */

—p /* z definicie p */
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Vlastnosti leads-to 3

Implikacna teoréma:

p=>qg/p—>q
Dokaz:
p=4q /* predpoklad */,
p ensures g /* z predpokladu */
p—>q /* z definicie leads-to */

Disjunkcna veta (vseobecna): pre lubovolnd mnozinu W plati

(Vm: me W :: p(m) »> g(m))/
/@m:me W :: p(m)—>{dm: me W :: g(m))
Dokaz: z predikatového poétu a implikacnou vetou
(Vm:m e W ::gim)=@an: neW::qg(n)
(Vm: me W ::g(m) > 3n: ne W::qln))
(vVm: me W :: p(m) - g(m)) /* predpoklad */
/* z tranzitivity predchadzajucich: */
(Vm:m e W :: p(m) > 3dn:ne W :: g(n))
/* napokon z disjunkcie: */
Em:me W :: p(m))y > 3m: me W :: glm))
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Vlastnosti leads-to 4

Cancellation
p—>qgvb, b—>r/p—>qgvr

Dokaz:
b—r /* predpoklad */
g—g /* trividlne */

gv b—>qgvr /*disjunkcia predchadzajacich dvoch*/
p—> g v r /*zpredpokladu p — g v b a predchadzajuceho*/
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Vlastnosti leads-to 5

e Progress-Safety-Progress (PSP) veta:
p—>qg,runlessb/par—>(@ar)vb

Dokaz. Zakladny pripad:
e p ensures g, runless b

e treba ukazat, zepArr—>(@ar)vb

e 7z konjunkcie pre ensures a zoslabenia pravej strany
— Indukcny krok (tranzitivita):

e p—>q,q —>qg,runlessb

e pAr—> (@ Ar)vb [*(a)*

e pArg' > (@Ar)vb [*(b)*
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Vlastnosti leads-to 6

cancellation na (a) a (b)

- (disjunkcia):

e (Vm:me W :: p(m) > g
e p=(m:meW::p’(m))

e runless b

o ivVm:meW ::p(m)ar—>(gnar)vDb /* (c) */

— z disjunkcie na (c¢):

e@mM:meW::p(m)Aar)—>(gnar)vb
e@dmM:me W ::p(m)Arr—>(gnar)vhb

e pAar—>(@Gar)vb

/* z definicie p a predoslého */
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Theorems about leads-to 4

Completion veta:
pre mnozinu predikatov p;, g;, 0 <j < N:
(Vji: p; —> q; v by, (¥Vj:: g; unless b) /
[ NPy >Nt gpy v b
Dosledok 1 (konecna disjunkcia).
p—>q, p —>q /pvp'>qvq
Dokaz: Specidlny pripad vieobecnej disjunkcie
Dosledok 2.

prb—>qg,pr-b—>q/p—q
Dokaz: vyplyva z dbsledku 1
Dosledok 3.

p—>qg,risstable/ parr—>qgnar
DoOkaz: z PSP theorem
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Indukcny princip pre leads-to

W — dobre zalozena (well founded) mnozina je taka, ze ma
relaciu usporiadania £ taku, Zze kazda podmnozina ma
najmensi prvok

metrika M: States - W
— States: stavy programu
— M(S) nahradime iba M, ak S je jasné z kontextu

VNm-meW::paM=m—>pPprMsLm)vg)/p—>qg

Z kazdého stavu kde plati p program dosiahne stav, v ktorom
plati g alebo dosiahne stav, v ktorom p plati a hodnota M je
nizsia.

KedZe hodnota M nemb6ze klesat donekonecna, urcite raz
musi platit g (g holds eventually).
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Veta o FP

e \eta: Pre kazdy predikat p plati: FP A p is stable.

Db6kaz: Ak FP plati, tak dal$im vykondvanim programu sa nemeni
jeho stav. Ak FP A p, tak aj nadalej FP A p, Cize FP A p is stable.

e Dobsledok: p > g/ FP = (p = q)

Dokaz:
FP A —q is stable /* teoréma o FP */
(t.j. FP A =g unless false)
p—( /* predpoklad */

pAFPA—-g—[gnA(FPA—-qg)]vfalse /* PSP teoréma */
[g A~ (FP A —=g)] v false = false /* trividlne */

p A FP A —qg — false /* z predchadzajucich dvoch */

—(p A FP A =Qq) /* nemoznost leads-to */
FP = (p = q)



Architektury a zobrazenia

Navrh programu ma dve Casti:

— UNITY program a dokaz jeho spravnosti
(v tejto faze nemozno hovorit o zlozitosti)

— popis architektur, implementovanie programu pre
tuto architekturu

(potom uz mozno riesit aj otazky zlozitosti)
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Asynchronne-Shared-Memory
architektury

e ASM:

— pevne dana mnozina procesorov a pamati

- s kazdou pamatou je asociovana mnozina procesov, ktoré
Z nej mozu citat a mnozina procesov, ktore do nej mozu
zapisovat

e Zobrazenie:
— priradi kazdy prikaz nejakému procesu
— priradi (alokuje) kazdu premennu pamati
- Specifikuje “control flow” pre kazdy proces (postupnost

udavajuca ako su prikazy v danom procesore vykonavane)
e Celé to musi splnat:

- vSetky premenné na lavej strane kazdeho prikazu
alokovaneho k procesoru su v pamatiach, do ktorych moze
tento zapisovat (okrem indexov poli) a kazda premenna na

pravej strane (a vsetky mdexy na lavej strane) su v
pamatiach, ktoré mozu citat

— control flow musi byt taky, ze kazdy prikaz alokovany ku
procesoru je vykonany nekonecne vela krat
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Distribuovana architektura

e Pozostava z:
— pevna mnozina procesorov a kanalov
— lokalna pamat pre kazdy procesor

e kanaly:
- error-free

— prenasaju spravy v rovhakom poradi ako boli
poslané

- pre kazdy kanal je 1 procesor, ktory do neho posiela

a 1 procesor, ktory z neho prijima
- kazdy kanal ma svoj buffer

— procesor moze nie¢o poslat, ak buffer nie je plny a
prijat, ak nie je prazdny
e Zobrazenie programov je rovnake ako ASM
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Distribuovana architektura

e premenne: su alokované bud do (lokalnych) pamati
alebo ku kanalom

e Musi to spinat:
- najviac 1 premenna je alokovana ku kanalu a jej typ
je postupnost

— ak nie je plna, potom zapisovatel prida spravu do
postupnosti na koniec

— ak nie je prazdna, Citatel odoberie prvy Clen
postupnosti
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Synchronne architektury

Zobrazenia na Synchronne architektury
e podobne ako ASM

e naviac procesory maju spolocné hodiny; v kazdom
kroku kazdy procesor vykona instrukciu

— viacero procesorov moze zapisovat do pamate
naraz, ak pisu to isté

— viaceri mozu citat
- nemozno naraz Citat aj pisat
e Priklad: xX:=x+1||ly:=x+2
- 1. krok: kazdy procesor nacita x
- 2. krok: jeden vypocita x + 1, druhy x + 2
- 3. krok: prvy zapise x, druhy zapise y
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Synchronne architektury

Existuje viacero moznych zobrazeni, my sa obmedzime
na nasledujlce:

— presne jeden statement sa vykonava v Case (bez
ohladu na pocet procesorov)

Priklad: x :=x+ 1 || y := x + 2 sa m6ze vykonat na 3
procesoroch takto:

- A vypocita x + 1
- B vypocita x + 2
— C odpociva

68



Synchronne architektury

e Musi to spinat:

popis aké operacie v kazdom prikaze maju byt vykonané
procesormi

alokacia premennych

Specifikacia jedného “control flow” pre vsetky procesory
konzistencia alokacii premennych (tak ako predtym)

Priklad:

nech op je asociativna operacia

- majme statements={p j: 1 <j<N :: x[jD

- s moze byt vykonané v ¢ase O(log N) na N procesoroch
- s mobze byt vykonané v case O(N/K + log(K)) na K
procesoroch (rozdeli sa do K skupin po N/K prvkov a tam

sekvencne)
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Vypocet maxima 1

Uloha: uréit m = (max j: 0 <j < N:: A[j]) pre dané pole
A[O..N — 1]

Sekvencna architektura (SA):
- invariant m < (max j: 0 <j < N:: A[j])
- FP=m>({maxj: 0 <j < N:: AJD
- FP mozno pisat aj takto:
FP=(nj: 0<j < N::m2A[JD
FP=(nj: 0<j < N:: m= max(m, ALj])
Program Maximum1
initially m = -

assign (0 j: 0<j< N:: m:=max(m, A[j]))
end {Maximum1}
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Vypocet maxima 2

kazdé z priradeni sa moze napriklad vykonat viac raz po
sebe, Co nie je efektivne; dve stratégie, ako sa takejto
neefektivnosti vyhnut:

1. moznost:
initially j = 0O
m,j:=max(m, A[j]),j+1ifj <N
2. moznost:
initially ( ||j: 0 <j < N:: e[j] = true)
m, e[j] := max(m, A[j]), false if e[]]
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Vypocet maxima 3

Paralelna architektiura (PA):

— prvky A dame ako listy binarneho stromu

- kazdy vnutorny vrchol ma hodnotu maxima jeho
Synov

- koren ma maximum
— strom mame v poli X[1..(2N-1)]
— j-ty vrchol ma synov 2j a 2j+1
— initially X[N..(2N-1)] = A[0..N-1]
e Program Maximum2
declare X: array [1..(2N-1)] of integer
always
([l7: 0<j < N:: X[N+j] = Alj])
0¢0j:1<j< N:: X[j] = max(X[2j], X[2j+1]) )
end {Maximum?2}
e |ahko vidno, ze X[1] = ( maxj: 0 <j < N:: A[j])
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Vypocet maxima 4

e ideme usetrit paméat: nech N = 2M

Program Maximum3
assign ( ||j: 0 <j < N:: A[j] = max(A[2j], A[2j+1]))
end {Maximum3}

e A[0] = maximum, v Case O(log N)
e pouzijeme pomocnu premennu t
- na zacCiatku t = N
— v kazdom kroku jej hodnota bude t :=[t/2]
e nech A9[j] su pociatocné hodnoty v A[Jf]
e invariant:
(max j: 0 <j< t:: A[j]) = (maxj: 0 <j < N:: AO[j]
e raz urcitet = 1 a potom A[0] = (max j: 0 <j < N:: A[j]
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NajkratSia cesta 1

orientovany graf: dvojica G = (V, E), kde EcV x V
hrana z vrcholu / do j: dvojica (/, j) € E

cesta: postupnost na seba nadvazujucich hran
cyklus: cesta z vrcholu j do j

vahovany graf: graf, v ktorom kazda cesta ma
celoCiselnl vahu (tiez ohodnoteny graf)

dizka cesty: suma vah vsetkych hran na ceste

vahova matica: (vahovaného grafu s N vrcholmi) je
matica W typu N x N, v ktorej W[J, j] =

— vaha hrany (i, j), ak (i, j) € E
- 0,aki=j
—ow,akizjA(i,j) ¢ E

prazdna cesta: z vrcholu i do j vzdy existuje; jej dizka:

o0
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NajkratSia cesta 2

Problém najkratsSich ciest:

dany je vahovany graf G a jeho vahova matica

G neobsahuje cykly s negativnou dizkou

vypocitat maticu D typu N x N, v ktorej D[j, j] je
dlzka najkratsej cesty z vrcholu i do j

hodnotu DI/, j] budeme nazyvat vzdialenost' i, j
ak neexistuje cesta z vrcholu i do j, tak D[/, j] = «
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NajkratSia cesta 3

Specifikdcia: program ma poditat maticu d tak, Ze

invariant FP = (d = D)
true - FP

Stratégia neformalne:

nech d[i, j] je dizka nejakej cesty z vrcholu i do j
ak najdeme cestu kratsej dizky / (&ize I < d[i, j]), tak
potom d[/, j] :=1
konkrétne ak 3k take, ze d[i, k] + d[k, j] < d[i, j], tak
cesta cez vrchol k je kratSia
dli, j1 := min { d[i, j], d[i, k] + d[k, j] | 0 <k < N}
nespecifikujeme

e ako vyberame |, j, k

e kedy sa operacie vykonavaju

e ktoré procesory ich vykonavaju
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NajkratSia cesta 4

e Stratégia, formalny popis:

- na zadiatku d[i, j] := WI[J, j]

- d[i, j] sa v priebehu vypoctu nebude zvySovat, teda nemoéze
prekrocit W[/, j]
— invariant:

d[i, j] je dizka nejakej cesty z vrcholu i do j A d[i, j1 < W[i, i1 (1)

FP = (i, j, ki dli, j] = min(d[i, j1, dli, k] + d[k, j]) ) (2)
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Najkratsia cesta 5

Aby sme zabezpedili, Ze vzdy dosiahneme FP, ukazeme, ze ak
nejaky stav nie je FP tak aspon jedno d[i, j] 'klesne. Metrlka
ktoru pouzijeme, je nasledovna suma vd| I, j]. KedZe vSak
niektore hodnoty mozu byt o, pouzijeme VOche (num, sum)
v lexikografickom usporladanl kde

- num = pocet (i, j) tak, ze d[i, j] = »
- sum = {(+i, j: d[i, j] je konecné :: d[i, j])

metrika je ohrani¢ena zdola, kedZe nemame cykly so
zapornou dlzkou ziadna vaha nie je —oo

Progress condition: metrika klesa, ak stav nie je FP:
—FP A (num, sum) = (m, n) - (num, sum) < (m, n) (3)
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NajkratSia cesta 6

Dokaz spravnosti stratégie:
— metrika je ohraniCena zdola a klesa, ak stav nie je FP

— FP sa nakoniec dosiahne

v kazdom FP invariant plati, staci teda ukazat, ze
matica, ktora splna (1) a (2) je rieSenim problému
nemame cykly zapornej dizky = Vi, j Inajkratsia cesta
s najviac N-1 hranami

uvazu3eme V(x, y) také, ze najkratsia cesta z x do y

ma najviac m hran. IndukC|ou podla m dokazeme, ze
vzdialenost x, y je d[x, y]:

1. m = 1: trivialne d[x, y] = W[x, y]

2. nech tvrdenie plati pre m a nech najkratsia cesta z
x do y ma m+1 hran. Predposledny vrchol tejto cesty
nech je z, potom

e cesta x, z: m hran
e cesta z, y: 1 hrana
podla indukéného predpokladu

o dlx, y] <dlx, z] + d[z, y] 79



NajkratSia cesta 7

Formalny popis programu:

Program P1
initially ¢ || 7, j = d[i, j] = W[, j])
assign ( 0/, j, k :: d[i, j] := min(d[i, jl, d[i, k] + d[Kk,
Iy
end{P1}

program ma N3 priradeni
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Najkratsia cesta - sekvencna architektura

e najjednoduchsie na sekvencnej architektare: vykonat N3
priradeni cez 3 cykly (i, j, k), kde i, j bezi rychlejsie ako k
e kazdy prikaz sa vykona prave raz

e uvazujme cesty z i do j, v ktorych indexy vrcholov, ¢o sa na
tychto cestach nachadzaju, su mensie nez k okrem koncovych
vrcholov i/, j; nech H[/, j, k] je minimalna dlzka takychto ciest

Veta:
(AP, Jio HIE, J, 0] = Wi, j1 ) A
(AP, J, ki HI, J, kK +1] =
min(H[/, j, k], H[i, k, k] + H[k, j, k]) ) (4)
DbOkaz. UvaZzujme cestu, ktord dosahuje minimum HI[/, j, k +1]
- ak k nie je v tejto ceste, tak H[/, j, k +1] = H[J, j, k]
- ak k je v tejto ceste, tak H[/, j, kK +1] = H[J, k, k] + H[k, j, k]

Podla definicie d[i, j] = HI[i, j, N] (vrcholy st 0..N-1)
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Najkratsia cesta - sekvencna architektura

Veta: Mnozina rovnosti (4) je “proper”.

Dokaz.
- kazdé HI[i, j, k] je na lavej strane prave raz
— rovnice usporiadame tak, Zze k bude neklesajuce

Program P2

declare H: array[0..N-1, 0..N-1, 0..N]

always
CIH g AL, g, 0] = WD, JT)
O¢0k :: (i, j::H[i,J k+1] =

min(H[/, j, k], H[i, k, k] + H[Kk, j, k]) »

OCI 7,7 dli, j1 =R, j, NI)

end

— O(NB3) rovnosti
— O(N3) pamate a casu
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Najkratsia cesta - sekvencna architektura

Program s explicitnou sekvencializaciou:

PASCAL-like program PP (sekvencializacia P1)
for x := 0 to N-1 do
for u := 0 to N-1 do
for v := 0 to N-1 do
dfu,v] = min({d[u,v], d[u,x] + d[x,v])
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Najkratsia cesta - sekvencna architektura

e Indexy v PP su modifikované nasledujucim spésobom:
(x,u,v):=(x,u,v)+1, kde (x,u,Vv) je trojmiestne Cislo
v N-arnej sustave

Program P3 {Floyd—Warshall}

declare x, u, v: int

initially ¢ || i, j :: d[i, j] = W[/, j]) || x,u, v=0,0,0

assign

dlu, v] := min(d|[u, v], d[u, x] + d[x, v])

|| (x,u,v):=(x,u v)+1

if(x,u, v)#(N-1,N-1,N-1)

end{P3}
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Najkratsia cesta - paralelna synchronna
architektura

O(N) krokov s O(N2) procesormi

transformujeme program tak, ze vyclenime priradenia,
ktoré sa mozu vykonat naraz; je ich N3, rozdelime ich
na N skupin po N2 priradeni.

Program P1’
initially ( || 7, j =+ d[i, j] = W[, j])
assign
(O ko i, J::d[i,j] := min(d[i, j1, d[i, k] + d[k, j]) )
end{P1'}
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Najkratsia cesta - paralelna synchronna
architektura

Uvazujeme, ze mame architekturu s N2 procesormi a
urcime poradie vykonavania priradeni

Program {parallel Floyd—Warshall} P4
declare k: int
initially (|| 7,7 dli,jl =W[i,jl) |l k=20
assign
C |, J o di, J]1 = min(d[i, j1, d[i, k] + d[k, j])) if Kk < N
| k:=k+ 1ifk <N
end{P4}

program P4: potrebuje O(N) krokov
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Najkratsia cesta - paralelna synchronna
architektura

O(log2N) krokov s O(N3) procesormi

P4 nie je vhodny, ak mame N3 procesorov, pretoze ich
nevyuzjeme vsetky

Program P5

initially (|| i, j :: d[i, j] = WI[i, j])

assign ( ||/, j::d[i, j] := (min k:: d[i, k] + d[k, j] ))
end{P5}

program pozostava z jediného prikazu, ktory priradi N2
hodnot

po m-tom vykonani prikazu plati nasledovny invariant:
d[i, j] je dizka najkratsej cesty z i do j s najviac 2m-1

vrcholmi medzi i aj
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Najkratsia cesta - paralelna synchronna
architektura

FP sa dosiahne po O(log N) vykonaniach prikazu

e na jedno vykonanie treba ¢as O(log N); ide o najdenie
minima a vypocet d[i, k] + d[k, j]

- d[i, k] + d[k, j] m6ze byt vypocitané na N3
procesoroch v konstantnom cCase

— pre dané i, j minimum cez k mo6ze byt vypocitané v
case O(log N) pomocou O(N) procesorov

teda kazdy krok mozno urobit v ¢ase O(log N) a s O(N3)
procesormi

e kedze vypocet ma O(log N) krokov, tak program P5
vypocita D v Case O(log2N) a s O(N3) procesormi
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NajkratsSia cesta — asynchronna
architektura

P2 mo6ze byt alokovany do ASV s N2 procesormi tak, ze
kazdy pocita H[/, j, k] pre dané i, j

vyuzijeme nasledujlci vlastnost:
H[/, j, kK +1] < H[J, J, K]

ako dosledok: mozeme pouzit H[/, j, kK + m] namiesto
H[/, j, k] pre m >0

Formulujme nasledujlci invariant:
dali, j1 = Hli, j, K]
A d[i, j] je dlzka nejakej cesty z i do j
Ak<N
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NajkratsSia cesta — asynchronna
architektura

v P4 je synchrdonnost podstatna — jedno k sa pouziva pre
vypocet kazdého d[i, j]. Teraz predpokladame
asynchroénne riesenie, v ktorom d[/, j] sa pocita (i, j)-
tym procesorom a k sa nahradi lokalnou premennou k[j,
J]

zoslabenim predoslého invariantu dostaneme invariant

dli, j1 < Hli, j, ki, 1
A d[i, j] je dlzka nejakej cesty z i do j
A Kk[i, j] <N
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NajkratsSia cesta — asynchronna

architektura

zakladom pre nasledujuci program je toto pozorovanie
(pre zjednodusenie r znamena k[i, j]):

Teoréma: Z predchadzajuceho invariantu vyplyva:
(k[i, r]=2rAK[r,j]l=r) =
= min(d[i, j1, d[i, r] + d[r, j]) <H[i, j, r+ 1]
Dokaz. Z jednej z predchadzajucich viet vieme, ze
H[/, j, kK + 1] = min(H[/, j, k], H[I, k, k] + H[Kk, j, k])
- musime teda ukazat, ze (k[i, ] > r A Kk[r, j1>r) =

min(d[i, j1, dli, r] + d[r, j1) < min(H[/, j, r1, HL, r, 1]
+ H[r, j, r]); nasledovne:

dli, j1 < H[i, j, r] /* z invariantu */

dli, r] < H[i, r, k[i, r]] /* z invariantu */

H[/, r, k[i, r]] < H[i, r, r] /* z predpokladu */
dli, r] <H[i, r, r] /* z predo$lych dvoch */

- podobne ukazeme, ze d[r, j]1 < H[i, r, r]
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NajkratsSia cesta — asynchronna
architektura

Spravnost nasledujlceho programu vyplyva z invariantu a
z nasledujuceho:

FP = (A, j i Kk[i, j] = N)

Pevny bod sa dosiahne, kedze metrika ( + /, j :: k[i, j] ) sa zvysi
s kazdou zmenou stavu a je ohrani¢ena zhora.

Program P6
declare k: array[0..N-1, 0..N-1] of int
initially (|| 7, j :: d[i, j1, k[i, j1 = WIi, j], 0)
assign {r znamena pre zjednodusenie k[i, j]1}
(014, j:d[i jl, r := min(d[i, j1, dli, r] + d[r, j1), r + 1
ifr < NAK[i, rl]=rAK[r,jl>r)
end{P6}
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 1

dané dve postupnosti f, g
FiiAiiOLi<N::fl[il<fli+1])
g. (Al 0<i<N::glil<sgli+1])

Uloha: zistit, ¢i { i1 | 0<i<NY={g[i]|0<i<N}

predpokladame, ze fI0] = g[0], fIN] = g[N] a tiez ze
fIN] resp. g[N] su vacsie ako ostatné Cleny (da sa to
zarucit tak, ze polozime fI0] = g[0] = —» a fTN] = g[N]
= o)
invariant I

O<USNAOLVINA

A{fliIl|O0<i<u}={g[i]|0<i<v}
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 2

e Program Compare

declare u, v: int

initially u, v=0, 0

assign
u:=u+1ifu<Nnaflu]="fu+ 1]
Ov:i=v+1ifv<NAag[v] =g[v+ 1]
Jdu,vi=u+1,v+1

ifuUu<NAV<NAfu+1] =g[v + 1]
end{Compare}

e FP=(u>Nv flu]l #flu+ 1]) A
(v>Nvg[v]=g[v+ 1] A
(Uu=Nvv>=Nvflu+1]l#g[v + 1])
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 3

e Z invariantu I mozno odvodit invariant
Uu=N=v=N

To pouzijeme na zjednodusSenie FP

e Mame teda 2 moznosti:

1.u =N Av=N:zinvariantu I fa g maju rovnaku
mnozinu prvkov

2.U<NAV <N

e FP = (flu]l # flu + 1]) A
A (glvl=glv + 1]) A
A (flu+ 1] =#g[v + 1])

95



Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 4

e Predpokladajme flu + 1] < g[v + 1]; potom
glv] = flu] /* 2 1%/
flu]l < flu + 1] /*zFP ¥/
glv] < flu + 1] < g[v + 1], teda flu + 1] nie je
medzi prvkami g[I], lebo g je neklesajlca
{fIli1]|0<i<N3}={g[i]]|]0<i<N}
teda f a g nemaju rovnakd mnozinu prvkov

o FPAI =

[U=N=v=N]Aa

[U=N={fl[iI]|0<i<N}={g[i]| 0<i<N}]
e da sa ukazat, ze FP sa dosiahne
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Porovnanie dvoch neklesajucich
postupnosti 5

Paralelna architektura (PA):
e flule{glil]|0<i<N}=
(AV:0<v<N::=(g[v] <flv] <g[v+ 1])
e musime teda pocitat predikat
(AU, V:0O<U<N,0<v<N::=(g[v] < flul<g[v+1]) A
(AU, V:0<u<N,0<v<N::=(g[u] <flv] <g[u+ 1])
e zjednoduSenim tohoto predikatu dostaneme
(AU, Vv:0<u,v<N.::
flu] = glvl v
glvl] = flu+ 1] v
flul = glv + 1])
e O(N2) konjunkcii a kazda je disjunkciou 3 casti:
cas O(log N) na O(N2) synchronnych procesoroch
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Dosiahnutelnost v orientovanom grafe

e Dany graf G = (v, E)
e pociatocny vrchol: init

e Dosiahnutelnost:
1. vrchol init je dosiahnutelny
2. ak u je dosiahnutelny a (u, v) je hrana t.j. (u,v) € E
, tak aj v je dosiahnutelny
3. ziaden iny nie je dosiahnutelny
Uloha: vypoditat r tak aby:
e r[v] je true, ak vrchol v je dosiahnutelny:
(A V:VveV::r[v] =vrchol v je dosiahnutelhy )
e invariant
(AV:VveV::r[v] = vjedosiahnutelny ) A rinit]
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Dosiahnutelnost v orientovanom grafe

FP={(Au,v: (u,v)eE::ru]=rlv])
FP=(Au,v: (u,v)eE::ru]=(rlu]vrlv])
kedZe r[u] = (r[u] v r[v]) = (r[u] = r[v])

platnost invariantu zaruc¢ime, ak na zaciatku bude

r[v] = false pre v = init a rlinit] = true
Program Reach

declare r: array[V] of boolean

initially (0 v: v e V:: rlv] = (v = init) )

assign (0u, v: (u,v) e E:: rlu] :=rlu]vriv])
end{Reach}

lahko mozno ukazat, ze FP sa dosiahne. Ako metriku
mozeme pouzit: M = [{ v | =r[v] }|
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Simulacia Petriho sieti

e Program PetriNet
initially u, v, x,y,e=1,1,0,0,0
assign
u x:=u-1,x+1ifu>0
Ov,y:=v-1,y+1ifv>0
O0x,y,e:i=x-1,y-1,e+1ifx>0Ay>0
end{PetriNet}
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Readers—Writers Problem 1

Zadanie:

e dany program (user), v ktorom su dve premenné nr, nw
také, ze pre nejaku konstantu N plati

invariant 0 < nr<NAO<nw<N (1)
e initially nr=nw =20

e hodnoty nr, nw sa menia len v nasledujucich druhoch
priradeni v programe user:

nr:=nr+1 {started read}
nr:=nr-1 {end read}
nw:=nw+ 1 {started write}
nw:=nw-1 {end write}

(v tychto priradeniach mozu byt aj iné premenné) a
program user moze mat aj iné priradenia
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Readers—Writers Problem 2

Uloha: modifikovat priradenia programu user tak, aby
platilo:

invariant nw <1 A (nr=0vnw=20) (2)

e nr, nw znamenaju pocet Citajucich a zapisujucich
procesov (do suboru) v danom case

e pocCet procesorov je obmedzeny na N (invariant 1)

e hocikolko vela mo6ze citat, ale zapis sa nemo6ze vykonat
sucasne s inym zapisom alebo cCitanim
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Readers—Writers Problem 3

RieSenie:

ak 0 <nr<NAO<nw<N, tak
[n'wW<1A(nr=0vnw=0)]=[(nr+ Nxnw) <N]
nech t = N - (nr + Nxnw)
mame novy invariant t > 0 (3)
modifikovany program user:
declare t: int
always t = N — (nr + Nxnw)

assign
nr:=nr+1ift>1 {started read}
Onr:=nr-1 {end read}
O0nw:=nw+ 1ift>N {started write}
0 nw:=nw-1 {end write}
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Readers—Writers Problem 4

Toto riesenie nezarucuje ,progress" ani pre Citajucich
ani pre zapisujucich. Nemame poziadavku, ze Citanie
alebo zapis niekedy raz skonci, a teda nemozeme tvrdit,
ze iné Citanie alebo zapis zacnd.

nra nw nam neumoznuju formulovat tvrdenia o
jednotlivych citaniach a zapisoch

Predpokladajme, ze vsetky citania skoncia v konecnom
case. Modifikujeme riesenie tak, ze potom raz urcite
(eventually) dbjde aj na zapis.

predpokladajme
ntr=k ~n k>0—>nrzk (4)
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Readers—Writers Problem 5

e nech ng je pocCet procesov Cakajucich na zapis
invariant ng > 0

e Uloha: modifikovat program user tak, aby boli
zachované predchadzajuce invarianty a naviac

invariantng > 0 > nw =1 (5)

e jednoducha restriktivna stratégia: zabranit Citaniu, ak
niekto ¢aka na zapis; ma vsak zlozitu distribuovanu
implementaciu, musel by totiz poslat poziadavku na
zapis vsetkym cakatelom
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Readers—Writers Problem 6

menej prisna stratégia: ak ng > 0, tak sa niekedy
(eventually) zabrani Citaniu (started read)

pouzijeme novu premennu b: boolean
1. b = niekto ¢aka na zapis
2. ak niekto chce pisat, tak zacne alebo b bude platit

3. ak b plati, tak b ostava platne, az kym sa napokon
raz zaCne zapisovat

4. ak b plati, nemozno citat

v nasledujucom programe nie su uvedené priradenia
zvysujuce nqg, kedze tieto sa nemodifikuju
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Readers—Writers Problem 7

e Modifikacia programu user

declare t: int, b: boolean
always t = N - (nr + N.nw)
initially b = false
assign
nr:=nr+ 1ift>1A-b
0nr:=nr-1
0 nw,ng, b:=nw+ 1, nqg-1, false
ift>NAng >0
0nw:i=nw-1
0b:=ng>0

{started read}
{end read?}

{started write}

{end write}
{set b}
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Readers—Writers Problem 8

Dokaz (5), t.j (ng > 0 > nw = 1) plynie z (4) a (6)-(9):

b=ng>0 (6) z programu
ng >0ensuresnw=1vb (7) z programu
b Aanr=0ensures nw =1 (8) z programu
barnr=kark>0unlessbaAnr<k (9) z programu

(uz sme neformalne urobili predtym)

chceme ukazat, ze ng > 0 > nw = 1:

banr=kark>0—>baArnr<k (PSP 4, 9)
aplikujeme indukciu

b—>nr=0rb (10)
tranzitivita s (8) a (10): b —>nw=1 (11)

kombinaciou (7) a (11) dostavame vysledok.
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Spojenie programov 1

e nech F, G sU dva UNITY-programy

e spojenie programov F a G, oznacenie FO G
— spoja sa zodpovedajuce si Casti z F a G
- predpoklada sa, ze nevznikaju nekonzistentcie s

premennymi

ich inicializaciou
always sekciou
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Spojenie programov 2

Spojovacia veta:
1. punlessgin FOG =
p unless gin F A punless gin G
2.pensuresgin FIOG =
[p ensures gin F A punless gin G] v
[p ensures g in G A p unless g in F]
3. (FPof FOG) = (FP of F) A (FP of G)

Dokaz:
3. Vyplyva priamo z definicie
1. punlessgin FOG
=(Vvs:sinFOG::{par—-qg}rs{pvag})
=(Vs:sinF::{par—-qgrs{pvag})na
(Vs:sinG::{pr—-qg}rs{pvag})
= p unlessgin F A punless gin G
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Spojenie programov 3

2.pensuresgin FOG

=punlessgin FOIGA{(3s:sinFOG::{pr-g}s{qg})

=punlessgin FOG A

[(Fs:sinF::{pAr—-g}s{qg})v

(ds:sinF:: {pAr—-g}s<{qg})]

=[punlessgin FOGA{(3s:sinF::{pAr—-g}s{g})]v

[punlessgin FOGA(3s:sinG::{pAr—-g}s{g})]

= [p unless g in F A punless gin G
A{ds:sinF::{pAr—-g}s{g})]v

[p unless g in F A p unless g in G
A{3s:sinG:: {pAr—-qg}s{qg})]

= [p ensures gin F A punless gin G] v

[p ensures g in G A p unless g in F]
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Spojenie programov 4

e Dosledky:

1. pisstablein FO G = (p is stable in F) A (p is stable in G)
2.punlessginF, pisstablein G/ punlessgin FOG

3. pisinvariantinF, p is stablein G/ pisinvariantin FO G
4. pensuresgin F, pisstablein G/ pensuresgin FOG

5. (lokalita) Ak nieCo z nasledujucich tvrdeni plati pre F, kde
p je lokdlne k F (ak pouziva len premenné lokalne ku F),
tak to plati aj pre FO G (G je lubovolné):

e p unless g,
e p is invariant
e p ensures g
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Spojenie programov 5

Podmienené vlastnosti:

Majme dve mnoziny nepodmienenych vlastnosti -
ypotéza a zaver

Podmienené vlastnosti maju tvar:
hypotéza / zaver

Podmienena vIastnost programu F: hypotéza aj zaver
mozu byt vlastnostami programu F, G, F O G pre nejaky

generlcky program G
vyznam: vezmeme hypotezu ako predpoklad, zaver sa
da dokazat z ,textu" F
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Spojenie programov 6

Priklad:

Program F
declare x: int
assign
yi=-yifx<0Ay>0
Ox:=x-1
end{F}

nech x sa nemeni mimo F (y sa m6ze menit aj mimo F)

priklad podmienenej vlastnosti:
- Hypotéza: y #0isstablein FOG

- Zaver: y>0—>y<0inFOG
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Vecerajuci filozofi 1

dany je suvisly, konecny, neorientovany graf G bez
sluciek
jeho vrcholy reprezentuju procesy (filozofi)
(u, v) je oznacenie hrany medzi u a v
boolovska matica incidencie E

Elu, v] = Elv, u], —E[u, u]
pre Vu mame premennu u.dine s hodnotami ¢, h, e
(u.dine ma prave jednu z tychto hodnot)
oznacenie:

u.t= (u.dine = t) thinking

u.h = (u.dine = h) hungry

u.e= (u.dine = e) eating
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Vecerajuci filozofi 2

e mozna zmena stavu premennej u.dine je len:
t>h->e—>t— ..
e realizovanie zmien stavu premennej u.dine:
- programuser: t > h,e >t
- programos: h —» e
e Uloha: navrhnut program os tak, aby os O user
(user je dany) zabezpecil, ze:
— susedia nejedia naraz

— hladny raz urcite (eventually) bude jest (ak ziadny
proces neje vecne, tak na kazdeho hladného urcite
raz dojde)
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Vecerajuci filozofi 3
e Specifikdcia pre user:

— u.t unless u.h in user (udnl)
— stable u.h in user (udn2)
— u.e unless u.t in user (udn3)
- podmienena vlastnost pre user: (udn4)

(V(u, v) :: =(u.e nv.e))/
(VYU :: u.e > —u.e

e Specifikdcia pre user [ os:
— invariant —(u.e A v.e A E[u, v]) inuser  os (dnl)
- U.h »> u.einuser [ os (dn2)
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Vecerajuci filozofi 4

e obmedzenia pre os:
— constant u.t in os (odnl)
— stable u.e in os (odn2)

t.j. v os nie su prechody z eating a prechody z a do thinking

e odvodena vlastnost pre user:
— stable —u.e in user
e odvodené vlastnosti pre os:
— stable —u.h in os
— u.h unless u.e in os
e odvodené vlastnosti pre user [ os:

— u.t unless u.h in user [ os (dn3)
— u.h unless u.e in user [ os (dn4)
— u.e unless u.t in user [ os (dn5)
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Vecerajuci filozofi 5

e DoOkaz odvodenej vlastnosti pre user (stable —u.e):

u.t unless u.h in user /* (udnl) */

u.h unless false in user /* def. stable pre (udn2) */
u.t v u.h unless false in user /* tranzitivita pre unless */
utvuh= —u.e /* prave jedna z hodndt */

—u.e unless false in user = stable —u.e in user

e V dalSom ideme Specifikovat vlastnosti os; teda vSetko bude
pre os, ak nebude vyslovne uvedené inak
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Vecerajuci filozofi: Specl

Prvé priblizenie k rieseniu: Specil

e (odnl), (odn2), (odn3), (odn4), kde
- invariant —(u.e A v.e A E[u, v]) (odn3)
- (dn1), (dn3)-(dn5), (Vu :: u.e - —u.e) / (odn4)
(Vu :: u.h - u.e)

e musime ukazat, ze:

— user [0 os spifa (dn1), (dn2)
~ os spifa obmedzenia (odn1), (odn2)
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Vecerajuci filozofi: Specl

e Dokaz:

— (dn3) - (dnb) plati, lebo (odn1), (odn2) plati v os a
(udnl) — (udn3) plati pre user

- —(u.e A v.e A E[u, v]) je stable in user lebo —u.e aj
—v.e su stable in user a E[u, v] je constant

— (dn1) plati v user 0 os z predchadzajuceho a z (odn3)
V 0S

- (VYU :: u.e » —u.e) plati v user 0 os lebo toto je
dosledok (udn4) a hypotézy (udn4) — (dnl) plati v
user [ os

- (VYU :: u.h — u.e) plati v user 0 os, lebo je to dosledok
(odn4) a predpoklad (odn4) plati

— (dn1) plati v user 0 os z predchadzajuceho
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Vecerajuci filozofi: Spec?2
e Problém s implementovanim Speci:
~ hladny je (eats), ak nejedia susedia — spifia to (odn3)
— problém je zabezpedit (odn4), pretoze jeden proces moze
stale opakovatt > hbe—>t—>h o e > ..
e RieSenie:
— zavedieme asymetriu medzi procesmi — usporiadanie

- hladny bud’ zac¢ne jest alebo postupi v usporiadani nahor,
az kym nie je navrchu

— CiastoCné usporiadanie dostaneme tak, ze v pdvodnom
grafe G orientujeme hrany (aby nevznikol cyklus), ¢im
dostaneme novy graf G’

u — v iff u je vyssie (ma vyssiu prioritu) ako v
— orientacia je dynamicka a chceme, aby platilo:
(a) G’je acyklicky
(b) hladny proces nikdy neklesne zmenami orientacii

(c) hladny nakoniec vzdy stupa v usporiadani, az dosiahne
vrchol
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Vecerajuci filozofi: Spec?2

e Pravidla pre zmenu orientacie G”

1.Hrana zmeni orientaciu len ked odpovedajuci vrchol
zmeni stav z hladny na eating

2.V hrany incidentné s eating smeruju k nemu - teda
tento vrchol je nizSie v usporiadani nez susedia

e l'ahko vidno, ze pravidla 1. a 2. zabezpecia platnost

(a), (b), (c).

prior{u, v] = u, ak u je vyssie nez v v grafe G’
(t.j. u > v)

prior[v, u] = prior[u, v]

u.top = (vv: El[u, v] A v.h:: prior[u, v] = v)
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Vecerajuci filozofi: Spec?2

Formalny popis: Spec2
(odnl1l)-(odn3), (odn5)-(odn8), kde

invariant u.e A E[u, v] = priorfu, v] = v (odnb5)
(prior[u, v] = v) unless v.e (odn6)
invariant G’ je acyklicky (odn7)

(dnl, dn3-dn5), (odn5)-(odn7), (Vu:: u.e » —u.e)/ (odn8)
(Vu :: u.h ~n u.top - —(u.h A u.top))

co zhamena:

— eating ma nizsSiu prioritu nez susedia (odn5)
- priorita sa meni, az ked' za¢ne jest (odn6)
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Vecerajuci filozofi: Spec3
Problém s implementovanim Spec2:

e 70 Spec2 by sme mohli odvodit program s jednoduchym
pravidlom:

— hungry proces u zacne jest, ak u.top a ak ziaden
jeho sused neje. Ak zacne jest, tak prior[u, v] sa
stane v pre vSetkych susedov vrcholu u.

Toto je ale nevhodné pre distribuovanu architekturu:
hungry totiz musi najprv zistit, ¢i susedia nejedia

DalSie ziemnenie: Spec3: jeho Ulohou je nahradit (odn3),
teda invariant —(u.e A v.e A E[u, v]), vlastnostou, ktora
sa da implementovat v distribuovanej architekture.

e Zavedieme novl premennu fork[u, v], ktord moze mat
hodnotu u alebo v; vidlicka, ktoru ma len jeden zo
susediacich vrcholov

e proces moze jest, ak ma vsetky vidlicky
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Vecerajuci filozofi: Spec3

e Spec3:
(odn1), (odn2), (odn5) - (odn9), kde

invariant u.e A E[u, v] = forkl[u, v] = u (odn9)
teda (odn9) nahradilo (odn3)

Veta: (odn9) = (odn3)

Dokaz:
ueav.enakElu, vl=u=vnElu, v] (z 0dn9)
ale —(u = v A E[u, v]) kedZe —E[u, u], a teda
—(u.e A v.e A E[u, v])
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Vecerajuci filozofi: Spec4

e DalSie zlepSenie: Spec3 evokuje nasledovné riesenie:

— non-eating proces u posle vidlicku, ktoru zdiela s v
procesu v, ak ma tento vyssiu prioritu nez u alebo
ak u je thinking

— hungry proces u je (eats), ak drzi vidlicky, ktorée
zdiela so susedmi a pre kazdeho suseda v plati

e U Ma vyssiu prioritu ako v
e v je thinking

V distribuovanej architektire mame opat problém
urcit priority
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Vecerajuci filozofi: Spec4

Distribuovana implementdcia priorit: nahradime (odn5) a (odn6)

tak, aby sa dali lahko implementovat na distribuovanej
architekture

e Neformalne (tzv. ,hygienické riesenie“):

kazdej vidlicke priradime atributy clean/dirty
proces u ma prioritu nad v, iff vidlicka, ktoru zdielaju, je
e 1. clean a ma ju u, alebo
e 2.dirty a maijuv
eating proces drzi vvidlicky (ktoré zdiela so susedmi) a Vv
su dirty (odn10, zodpoveda odn5)

proces drziaci clean vidlicku ju stale drzi a ta ostava clean,
az kym nezacne jest (odni1l)

dirty fork ostava dirty, az kym sa neposle prec¢ — vtedy sa
aj vycisti (odn12, zodpoveda odn6)

clean forks drzia len hungry (odn13)
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Vecerajuci filozofi: Spec4
nech clean[u, v]: boolean
clean[u, v] = true = vidlicka od u a v je clean, inak je dirty
prior[u, v] = u = ((fork[u, v] = u) = clean[u, v])

Spec4: (odnl), (odn2), (odn7), (odn8), (odn10)-(odn13), kde

invariant u.e A E[u, v] = forkl[u, v] = u A —clean[u, v] (odn10)

fork[u, v] = v A clean[u, v] unless v.e (odnll)
fork[u, v] = u A —clean[u, v] unless

fork[u, v] = v A clean(u, v] (odn12)
fork[u, v] = u A cleanlu, v] = u.h (odn13)
Cize

- namiesto (odn5), (0odn9) mame (odn10)

— namiesto (odn6) mame (odnl1l), (odn12)
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Vecerajuci filozofi: Spec4

e Motivacia pre zlepSenie: Spec4 evokuje nasledovné
rieSenie:
— non-eating proces u posle vidlicku hladnému
(hungry) susedovi v, ak je tato vidlicka dirty
— hungry proces u je (eats), ak drzi v odpovedajuce
vidlicky a ak pre kazdého suseda v spolocna vidlicka

je clean alebo v je thinking; ak proces je (eats),
zaspini vsetky vidlicky

Problém: ako moze proces u zistit, ¢i sused v je
hladny?
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Vecerajuci filozofi: Spech
e Neformalne: navrhneme mechanizmus, ako v
informuje suseda u, ze je hungry
- zavedieme request-token pre kazdu dvojicu; ma ju
bud’ u alebo v (prave jeden zo susedov)
- ak u ma aj vidlicku aj request-token zdielané s
procesom v, tak v je hladny (odn14)

1. Poslanie request-token (odnl5 a 16): proces u
posle request-token procesu v, ak

e 1. u ma request-token
e 2. unema vidlicku (fork)
e 3.uje hungry
2. Poslanie vydlicky (odn17 a 18): proces u posle
fork v, ak
e 1. u ma vidlicku a request-token
e 2. vidlicka je Spinava
e 3. U nieje eating

ked sa fork posle, tak sa zaroven vycisti
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Vecerajuci filozofi: Spech

3. Prechod z hungry do eating (odn19): hungry proces
u je (eats), ak drzi V fork a ak pre V suseda v
spolocna vidlicka je clean alebo u nema request-
token zdielany s v; ked u je (eats), zaspini vSetky
vidlicky, ¢o ma (odn10)

- ak u.top plati, t.j. u nema hladného suseda s vyssou
prioritou, tak pre kazdého suseda s vyssou prioritou
v u drzi vidlicku, ale nie request-token
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Vecerajuci filozofi: Spech
Formalne:

— pre kazdu dvojicu susedov zavedieme rt[u, v] s
hodnotami v a v (prave jedna z nich)

- skratka u.mayeat znaci ,u moze jest"

— podmienka, za ktorej u posiela request-token procesu v,
je oznacena sendreqlu, V]

- podmienka, za ktorej u posiela vidlicku procesu v, je
oznacena sendforkl[u, v]

u ma request-token iff rt[u, v] = u
u.mayeat = (vv: E[u, v]::
(fork[u, v] = u A (clean[u, v] v rt[u, v] = v)))
sendreqlu, v] = (fork[u, v] = v) A (rt[u, v] = u) A u.h
sendforklu, v] =
(fork[u, v] = u) A =clean[u, v] A (rt[u, v] = u) A —u.e
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Vecerajuci filozofi: Spech

e Spec5: (odnl), (odn2), (odn7), (odn1l0)-(odn19), kde

invariant (fork[u, v] = u) A (rt[u, v] = u) = v.h (odnl4)

rt[u, v] = u unless sendreqglu, v] (odn15)
sendreqlu, v] ensures rt[u, v] = v (odn16)
fork[u, v] = u unless sendfork[u, v] (odnl17)
sendfork[u, v] ensures fork[u, v] = v (odn18)

(u.h A u. mayeat) ensures —(u.h A u.mayeat) (odn19)
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Vecerajuci filozofi: Program pre os

e Na zaciatku predpokladame, ze:

-V filozofi Spekuluju (Vv procesy su thinking)
— Vv vidlicky su Spinavé (V fork su dirty)
— fork a request-token su na roznych miestach

— forks su tak, ze graf G’ je acyklicky: napr. oCislujeme procesy
a fork dostane proces s nizsSim cislom

— (vyssi index = vysSsSia priorita)
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Vecerajuci filozofi: Program pre os

Program os
always
(0 u:: u.mayeat = (nv: E[u, v]::
(fork[u, v] = u A (clean[u, v] v rt[u, v] = v))))
0¢0u, v: E[u, v]::
sendreqglu, v] = ((fork[u, v] = v) A (rt[u, v] = uU) A u.h)
0 sendforkl[u, v] = ((fork[u, v] = u) A =clean[u, v] A
(rtlu, v] = u) A —u.e))
initially
(O0u::u.dine =t)
0¢(0(u, v):: clean[u, v] = false )
0(0(u, v): u < v:: forklu, v], rtfu, v] = u, v)
assign
(O u:: udine := eifu.h A u.mayeat
|| (|| v: clean[u, v] := false if u.h A u.mayeat))
0¢0(u, v):: rtfu, v] := v if sendreqglu, v]
0 fork[u, v], clean[u, v] := v, true if sendfork[u, v] )
end
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Koordinacia schodzi 1

Profesori sU Clenmi komisii

Kazda komisia ma pevny nenulovy
hocet Clenov

Profesor sa moze rozhodnut, ze sa chce
zUcCastnit schodze komisie (je mu jedno
ktorej)

Caka, aZ kym schodza komisie, ktorej
je clenom, nezacne
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Koordinacia schodzi 2

Schodza:

1) MoOze zacat, len ked' vsetci jej ¢lenovia ¢akaju
2) Dve schodze sa nemozu uskutocnit stcasne,
ak maju spolocnych clenov

Predpoklad:

Schodze netrvaju vecne
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Koordinacia schodzi 3

Uloha:

Napisat protokol, ktory zaruci, ze ak vsetci
¢lenovia nejakej komisie sa chcu zucastnit
schodze, tak aspon jeden clen sa zucastni
nejakej schodze

e U — profesor
e X, Y, - komisie

e X.mem - mnozina clenov komisie x, Xx.mem #
%,
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Koordinacia schodzi 4

u.g = true ak u caka

X.Co = true ak komisia x sa zisla na schodzi a
zasada

X,y suU susedné komisie ak

x.mem N y.mem =@, E[X,y] bude oznacovat
susednost

X.g = true ak vsetci Clenovia x cakaju, t.j
X.g =<VU: U € X.mem::u.g>
x*.co = x.co v <3y: E[Xx,y] ::y.co>
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Koordinacia schodzi 5

Dany je program prof
Ideme navrhnut program coord(inator) tak aby
program

Sync(hronizator) = prof o coord
mal nasledovné vlastnosti:

Specifikacia prof

u.g unless <Ix: u € x.mem ::X.Co > pri
Ix.co je stable pr2
(t.j. schodzu nemo6ze zacat prof)
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Koordinacia schodzi 6

<VX: X.CO — | X.CO > pr3
Odvodena vlastnost pre prof

X.g unless x*.co pr4
Dokaz: aplikacia pravidla pre jednoduchu

konjunkciu na prl
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Koordinacia schodzi 7

Specifikacia sync

] x.co unless x.g syl
1(x.co ny.co A E[x,y]) sy2
X.g — x*.co sy 3

Obmedzenia pre coord

Zdielané premenné medzi prof a coord sU x.co a u.g cdl
u.g je constatnt cd2
X.CO je stable cd3
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Koordinacia schodzi 8

prof <--- Xx.co, u.g ---> coord

Poznamky::

- profesor moze cakat aj potom, ¢o
schodza zacala

- NiC sa nehovori o tom ¢i sa a kedy
profesor zucastni/opusti schodzu
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Koordinacia schodzi 9

Trivialne riesenie

Program coord1

always

< Ox::X.g=<VU: Ue Xx.mem :: u.g>
0 x*.co=x.cov <3y: E[x,y] ::y.co>>
initially

<O x:: x.co = false >

assign

<0 x:: x.co = true if x.g A | x*.co >
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Koordinacia schodzi 10

'ahko vidno, Ze coordl spifa cd1-cd3
UkaZzeme, Ze ak prof spifia pri-pr3 tak
sync = prof 0 coord spifia sy1-sy3.

Syl (] x.co unless x.g)

| x.co unless x.g v coordl
1 x.co je stable v proof
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Koordinacia schodzi 11

sy2 (1 (x.coay.coa E[x,y]))

1 (x.co Ay.co A E[x,y] ) v coordl
1(x.co ny.co A E[x,y] ) je stable v prof

sy3 (X.g —» x*.co )

X.g ensures Xx*.co v coordl
X.g unless x*.co pr4

Problém s implementaciou coordl - nevieme bez
centralneho riadenia
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Koordinacia schodzi 12

Problém pripomina vecerajucich
filozofov

komisia ..... filozof

dve susedné komisie nemozu zasadat
.... susedni filozofi nemozu jest

len ta komisia, ktora , konzumuje™ moze
zasadat - x.co => x.e
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Koordinacia schodzi 13

sync = prof 0 middle 0 os
user a os su z vecerajucich filozofov

usr = prof 0 middle
coord = middle 0 os
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Koordinacia schodzi 14

Specifikdcia pre user:

— u.t unless u.h in user (udnl)
— stable u.h in user (udn2)
— u.e unless u.t in user (udn3)

user a os zdielaju len x.dine
v 0S X.t je constant a
X.e je stable

Pre navrh middle musime urcit prechody:
1)t—> h
2)e >t
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Koordinacia schodzi 15

e ak je komisia v stave t tak sa stane h
iba ak vsetci jej clenovia Cakaju
e ak prof 0 middle bude spifat user tak z

riesenia filozofov vieme, ze hladna
komisia bude nakoniec jest

e niektori ¢lenovia komisie nemusia ¢akat
v okamihu ked' tato zac¢ne jest - mozu
sa zUcastnit inej schodze medzi h > e
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Koordinacia schodzi 16

Program middlel

always
< Ox::X.g=<VU: Ue Xx.mem :: u.g>

initially
< [Ox:: X.co = false >

assign

<[ Xx::

x.dine := hif x.t A x.g [
x.dine :=t if x.e A | x.co >
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Koordinacia schodzi 17

Program os1

transformujeme prikazy os (z filozofov) tak
aby sa vykonal nasledovny prikaz vzdy ked’ sa
zmeni hodnota u.dine zh na e

X.CO := X.g
Musime ukazat ze:

middle 0 osl splha cdl-cd3
prof 0 middle splfia poziadavky na user
syncl = prof 0 middle 0 os1 splha ,sync"
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Koordinacia schodzi 18

Lema 1. X.co => X.e v syncl
(t.j. nemo6zu sa konat naraz susedné schodze)
Dokaz.
Na zaciatku x.co = false a teda x.co => x.g
plati. Kedze
X.CO => X.e = | x.co v x.e , staci ukdzat, ze

1x.co v x.e je stabilné v prof, middle a os1.
Jediny zaujimavy pripad je osl. | x.co unless
x.e ale x.e je stabilné v osl a z toho | x.co v
X.e je stabilné v os1
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Koordinacia schodzi 19

middle 0 osl

z textu vidno, Ze to spifia cd1-cd2. UkdZzeme
ze aj cd3 (x.co je stable)

z prechadzajlcej lemy vieme, Ze |x.e=>]x.co

X.CO sa nemeni v middle a v os1 by sa mohlo
zmenit len ak by sa zmenilo x.e ¢o sa nemoéze
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Koordinacia schodzi 20

prof 0 middle (= usr)

udnl-udn3 platia lebo platia v middle a v prof sa nemeni x.dine,
udn4 (x.e = |x.e) plynie z pr3

prof 0 middle 0 o0sl (= sync)

z podmienok pre filozofov vieme:

<vx,y: E[x, y]:: l(x.e ny.e) > sy4
X.h — x.e A (X.CO = X.Q) sy5
x.e > |x.e sy6

syl-sy3 sa z tohto lahko ukazu.
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Koordinacia schodzi 21

Ideme ,pocitat" u.g na asynchrdnnej
architekture

u.g sa moze vyhodnotit asynchrénne
hlasovanim pre kazdeé u.g, u e x.mem
ked' sa realizuje prechod h-e

- X.prp : boolean - vysledok hlasovania

- X.prp je true ak u.g. je true pre vsetkych
doteraz hlasujucich

- hlasovanie konci, ak x.prp je false alebo vsSetci
hlasovali
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Pijuci filozofi 1

G=(V,E) neorientovany, konecny, suvisly graf bez sluciek
filozof - moze byt v 3 stavoch:

kludny,smadny, pijuci.

stavy meni v poradi:

kludny - smadny — pijuci —» kludny

kazdému smadnému alebo pijucemu (=nekludnému)

filozofovi je priradena nejaka mnozina napojov (v okamihu

prechodu z kludny do smadny), ktora sa pokial je filozof

nekludny nemeni.

Uloha:

(1) z,abezpeéit' aby susedni filozofi nepili ak maju spoloCny
Napoj

(2) kazdy smadny bude raz pit za predpokladu, Ze nikto
nepije vecne
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Pijuci filozofi 2

Anna, smadna, (fernet,pivo)

. Lydia, pije,
(vino, fernet)

Eva, pije, (vino)

. Martina, kludna

Petra, pije, (fernet)
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Pijuci filozofi 3

e situacia sa lisi od vecerajucich filozofov
- susedia mo6zu pit naraz, ak piju rozne
napoje, komu dat prednost ak dopiju a
opat dostanu obaja smad?

e ,stav" filozofa sa bude menit v dvoch
cykloch kludny - smadny — pijuci — kludny
a thinking - hungry — eating — thinking

stav bude dvojica (stav_vecerajuci,
stav_pijuci)
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Pijuci filozofi 4

Nemozeme ovplyvnit prechody:

(X, kludny) — (x,smadny)

(x,pijuci) - (x, kludny) pre lubovolny ,ve&erajlci stav" x
Predpokladdme, ze:

1.

2.
3.

(thinking, smadny) sa stane hungry alebo
pijuci
hladny bude raz jest (ak nikto neje vecne)

konzumujuci a smadny sa stane meditujucim
a pijucim, konzumujuci a nesmadny sa stane
meditujucim alebo smadnym
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Pijuci filozofi 5

ideme navrhnut osdrink
dané je userdrink

——————————— osdrink—————-——-
userdrink middle osdine
—-—--userdine—————--
osdine ...... je os z vecerajucich filozofov

userdine ... je user z vecCerajucich filozofov
bar = userdrink o osdrink

u.k (klfudny), u.s (smadny), u.p (pijuci)
u.nap — mnozina napojov pridelena u
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Pijuci filozofi 6

Specifikacia userdrink

e u.k unless u.s udrl
e U.S je stable udr2
e U.p unless u.k udr3
e u.nap = N unless u.k udr4
e invariant u.nap = @ = u.k udrb
e VU :U.p— |lu.p udr6

udr4 - ak je u nekludny, mnozina napojov sa nemeni a
ta je prazdna ak je kludny udr5

Odvodena vlastnost: 1u.p je stable
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Pijuci filozofi 7
Specifikacia bar

invariant [(u.p A u.v A E[u,v] A (u.nap nv.nap =@)) dril
u.s — u.p dr2

Obmedzenia pre osdrink
u.k, u.nap =N su constatnt odril

u.p je stable
odr2

Odvodené vlastnosti pre osdrink

] u.s je stable odr3
u.s unless u.p odr4
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Pijuci filozofi 8

Odvodené vlastnosti bar

u.k unless u.s

u.s unless u.p

u.p unless u.k

u.nap = N unless u.k
invariant u.nap = @ = u.k
u.p - lu.p

dr3
dr4
dr5
dr6
dr7
dr8
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Pijuci filozofi 9

userdrink middle osdine
K—>s S —>p
P —> k

t —»h h »e

e ot
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Pijuci filozofi 10

Specifikacia middle

u.k, u.nap =N su constatnt

u.p je stable

u.t unless u.h

u.h je stable

u.e unless u.t

invariant [(u.p A u.v A E[u,v] A (u.nap nv.nap #@))
(u.t A u.s) ensures |(u.t A u.s)

(u.e A 1u.s) ensures J(u.e A |u.s)

dr3-7, dr8, <vu : u.p > |u.p>

<VU: u.e AUS > UtAUup>

mdril
mdr2
mdr3
mdr4
mdr5
mdr6
mdr7
mdr8

mdro9
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Pijuci filozofi 11

Prechod zo stavu smadny do pijuci

smadny u zacne pit ak pre kazdého z jeho
susedov plati:

1) u konzumuje a v nepije napoj, ktory potrebuje u
alebo

2) nie je konflikt v napojoch medzi u a v
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Pijuci filozofi 12

Ideme zarucit ako implementovat
poziadavku, Zze v nepije nieco z u.nap.

Flaskoveé riesenie:
pre kazdy napoj mame flasku (analogia s
fork) a ma ju u alebo v

bot[u,v,n] ma hodnotu u alebo v - spolocna
flaska medzi u a v s napojom n
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Pijuci filozofi 13

Nova Specifikacia middle
mdrl1-5, mdr7-9 a

invariant
u.p => < vn,v: n eu.nap A Efu,v] :: bot[u,v,n] = u > mdrl0

Presun flasky

smadny proces u ziska flasku s napojom n, ktoru zdiela s v ak:
1) v ju nepotrebuje (n ¢ v.nap )

alebo

2) u konzumuje a v nepije

170



Pijuci filozofi 14

Prechod zo smadny do pijuci

smadny zacne pit ak ¥n eu.nap a pre vSetkych susedov v
spolocnu flasa pre napoj n ma u a v nekonzumuije a
nepotrebuje n

Probléemy:
musime zistit ¢i v nekonzumuje a ¢i n ¢ v.nap

Riesenie:
Zavedieme request-bottle token (rb), pomocou ktorého proces
informuje suseda, ze potrebuje flasu
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Pijuci filozofi 15

u.t A u.s neostane taky navzdy - bud’ za¢ne byt
u hladny alebo zacne pit (mdr7)

u.e A |u.s neostane taky navzdy - bud zaéne u
meditovat alebo zac¢ne bit smadny (mdr8)

prechod z u.e A u.s je u.t A u.p (mdrll)

smadny u zacne pit ak ¥n eu.nap a Vv v E[u,Vv]:
- u drzi flasku n ktoru zdiela s v

- u drzi fork, ktoru zdiela s v alebo u nema rb pre flasku
(mdr12-3)
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Pijuci filozofi 16

poslanie flasky
u posle flasku, ktoru zdielasvakjuumaamaajrbau
ju nepotrebuje (n ¢ v.nap ) alebo u nepije a u nema

vidlicku, ktoru zdiela s v (mdri14-15)

poslanie rb

u posle rb pre flasku n ak u ho ma ale nema flasku a u je
smadny (mdr16-17)
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Pijuci filozofi 17

u.maydrink =
< Vvn,v: n eu.nap A E[u,v] :: bot[u,v,n] = u A
(rb[u,v,n]=v v fork[u,v]=u)>

sendbot[u,v,n] =
bot[u,v,n]=u A rb[u,v,n] =u A

[n ¢ v.nap v (fork[u,v]=Vv A | u.p)]

sendreq[u,v,n] = (rb[u,v,n]=u A bot[u,v,n]=V A n eu.nap)
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Pijuci filozofi 18

specifikacia middle

(u.t A u.s) unless (u.t A u.p)

u.s unless u.s A u.maydrink

(u.s A u.maydrink) ensures l(u.s A u.maydrink)
bot[u,v,n]=u unless sendbot[u,v,n]
sendbot[u,v,n] ensures | sendbot[u,v,n]
rb[u,v,n]=u unless sendreq[u,Vv,n]
sendreq[u,v,n] ensures | sendreq[u,v,n]

mdrll
mdrl?2
mdrl3
mdrl4
mdrl5
mdrl6
mdrl7
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Pijuci filozofi 19

Program middle
initially
(0 u:: u.dine, u.drink = ¢, k)
assign
(Ou::u.dine:=hifutau.s

~t ifuen |U.S)
0 Ou: u.drink := p if u.s A u.maydrink
|| u.dine :=1t if u.s A u.maydrink A u.e)

0 (0Ou, v,n: E[u,v]::
bot[u,v,n] := v if sendbot[u, v, n]
0 rb[u, v,n] := v if sendreq[u,v,n] )

end
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Triedenie 1

Zadanie: x[1..N] of integer (navzajom rbézne)

Uloha: ndjst pole y[1..N] také, ze
y je permutdciou x A ( Vi: 1 <i < N:: y[i] < y[i + 1]) (1)
Dve zakladné stratégie:

— redukcia poctu zle usporiadanych dvojic
— utriedenie Casti pola
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Triedenie 2

1. Reduckia poctu zle usporiadanych dvojic

(zatial nespecifikujeme, kolko dvojic sa permutuje v kazdom
kroku, v akom poradi sa permutuju a pod.)

e zavedme metriku
M= (+i,j:0<i<j<N:yl[il >vy[jl:: 1)
e stratégia je formalne definovana nasledujucim invariantom, FP
a progress podmienkou:

invariant y je permutdaciou x (2)
FP=(M = 0) (3)
(VKk: k>0:: M=k—>M<k) (4)

e DoOkaz spravnosti: staci ukazat, ze plati
(2) A (3) A (4) = true > FP
a ze (1) plati v kazdom FP.
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Triedenie 3
2. Utriedenie Casti pola

budeme pouzivat premenni m, 1 <m < N a v kazdom bode
vypoctu bude platit
(a) y[m + 1 .. N] je utriedené
tj. (Al,j:m<i<j<N::y[i] <vy[j])
(b) vs?letky prvky y[1 .. m] sU mensSie nez prvky y[m + 1 ..
N
tj. (Ai,j: 1 <i<m < j<N::yli] <y[jl)
ked zluCime (a) a (b) dohromady, dostaneme
(AT, Ji 1<i<Jj<NAm<j:i:yli] <yljl)

na zaciatku m = N to zarucuje a ak chceme znizit m,

tak musime permutovat y[1 .. m] tak, aby pre nejaké
k, 1 < k<m, pole y[k .. m] bolo utriedené a elementy

tohoto pola y[k .. m] boli vacsie nez prvky pola

y[1 .. k- 1], potom polozime m := k-1
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Triedenie 4

Formalne:

invariant y je permutaciou x

Al<m<N
AALJi1I<i<j<Nam<j::ylil <ylj]l) (5)
FP= (m<1) (6)
(VKk: k>1::m=k—>m<k) (7)

Db6kaz spravnosti: cvicenie.
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Triedenie — Jednoduché riesenia 1

e budeme uvadzat len assign sekciu a predpokladat, ze
initially ( || i: 1 <i<N:: y[i] = x[i])

1. Reduckia poctu zle usporiadanych dvojic

e Program P1
assign
(07 1<i<N::
yli] := min(yl[i], y[i + 1])
|l yli + 1] := max(yli], y[i + 1]) )
end{P1}
alebo
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Triedenie — Jednoduché riesenia 2

Program P1’
assign
(0i:1<i<N::
ylil, y[i + 1] := sort2(y[i], y[i + 1])
end{P1’}

pricom funkcie min, max a sort2 maju nasledovny vyznam:
min: 2N — N; vrati minimum mnoziny prirodzenych cisel
max: 2N — N; vrati maximum mnoziny prirodzenych Cisel
sort2: N x N - N x N; vrati usporiadanu dvojicu cCisel

napr. min(7, 5, 1976) = 5, max(7, 5, 1976) = 1976, sort2(7, 5) = (5, 7)
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Triedenie — Jednoduché riesenia 3

2. Utriedenie Casti pola

Nech f je funkciou y a m taka, ze vrati index najvacsieho prvku
y[1 .. m]. P2 vymeni prvky y[m] a y[f(y, m)] a znizi m o
jednotku.

Program P2
declare
X: integer
always
x = f(y, m) {teday[x]=y[i],1<i<m}
initially
m=N
assign
ylm], y[x], m := y[x], yIm], m-1ifm>1
end{P2}
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Triedenie — Sekvencné architektury 1
Priame zobrazenie na SA dava:

- P1: ma N - 1 prikazov, ktoré sa vykonava;u v cykle
cez rastuce i, cely program potrebuje O(N?) krokov

- P2: podobne

V nasledujucom ukazeme lepsiu realizaciu P1 a P2 na SA.
Z P2 odvodime heapsort, zlozitost O(N.log N) krokov.
Jadrom je zefektivnenie vypoctu maxima pola y[1 .. m].

Prvky y[1 .. m] dame do haldy tak, ze y[1] je maximum.
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Triedenie — Sekvencné architektury 2

Program skeleton—heapsort

declare

m: integer
initially

m=N
assign

y[m]l y[l]l m .= y[l]l y[m]l m -1
ify[l]=(maxj: 1<j<m::y[jl)Arm>1

0 prikazy na permutaciu y[1 .. m] tak, ze y[1] je maximum

end
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Triedenie — Sekvencne architektury 3

strom: y[i] ma synov y[2i] a y[2i + 1] (a opacCne byt _synom)
potomok: nereflexivny tranzitivny uzaver relacie byt synom
zavedieme pole top[1 .. N] of boolean,
top[i] = y[i] je vacsie ako y[j],
kde j je potomokia l<j<m

formalne:
invariant
(Vi ji1<i<m~aj<m njje potomok i topl[i] ::
. ylil > yljl) (8)
teda ‘

top[l] = y[l] =(maxj: 1 <j<m:: y[j]).
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Triedenie — Sekvencné architektury 4

Budeme pouzivat nasledujuci
invariant
(V I: m/2 <i<N:: top[i]) (9)
teda top[i] plati pre vSetky listy a usporiadanu cast y.

Predpokladajme, Zze N je neparne.

Myslienka: ak top[2i] a top[2i + 1] platia, tak top[i]
bude platit, ak y[i] := max(y[i], y[2i], y[2i + 1]).

Nech I[/] oznacCuje index toho syna i, ktory je vacsi, ak i

nema syna, potom I[i] = 2i
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Triedenie — Sekvencne architektury 5

e Program P3 {nedeterministicky heapsort}

declare
I: array [1 .. N] of integer
top: array [1 .. N] of boolean

always
(07 1<i<N::
I[/] = 2i +1 ify[2i+ 1] > y[2(]A2i+1<m~
2i if —(y[2]i + 1] > y[2i] A 2i + 1 <m)
)
initially
(Oi:1<i<N::top[i]=(2i>N) || yli]=x[i])0Dm =N
assign

y[m], y[1], m := y[1], y[m], m -1 iftop[l] Am > 1
|l top[1], top[[ m/21] := false, true if top[1] Am > 2
0 { usporiadanie y[I[i]] a y[i], ak top[2i] a top[2i + 1] }
(Oi: 1 <i<N/2::
y[I[i11, ylil, topli], top[I[i]] :=
sort2(y[I[/]], vI[i]), true, (2.1[i] > m)
if (2 <m) A —top[i] A top[2i] A top[2i + 1])
end{P3} 188



Triedenie — Sekvencné architektury 6

e Dobkaz. Musime ukazat, Zze P3 spifa (5), (6), (7). Z textu
programu zrejme platia (5), (8), (9).

e Dokaz (7):(Vk:k>1::m=k—>m<k)
Ukazeme, ze plati
true — top[1] (10)
m = k unless m < k (11)

m=knank>1aAtop[l] > m<Kk
(12)

Potom m = k —> (m = k A top[1]) v m < k z PSP aplikované na
(10), (11) a z predchadzajuceho a (12) mame

m=kank>1—>m<k
(11) a (12) platia priamo z P3, ostava dokazat (10).
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Triedenie — Sekvencné architektury 7

Dokaz (10): true — top[1]
Zavedieme metriku
d = ( +i: top[i]:: pocet vrcholov v podstrome s korefiom i)
Vykonanim prikazu, ktory polozi top[i] := true pre nejaké j sa zvysi
hodnota d (lebo podstrom s korenom jeho synom je mensi)
Teda mame
d = D ensures top[1l]vd > D
avsSak hodnota d je ohranicena, teda

true — top[1]
Dokaz (6): FP= (m<1)
m>1—->mc<1 /* zo (7) */

Ak p — g, vieme, Ze plati FP = (p = q), teda ak p > —p, vieme, Ze
FP = —p. Nechp=m > 1, potom FP = m < 1. Z textu programu
vieme, ze m <1 = FP.
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Triedenie — Paralelné architektury
(synchronne) 1

zistime, ¢o sa da vykonat paralelne

Program P4
assign
(||]i: 1 <i<NAeven(i)::
ylil, yli + 1] := sort2(yl[i], y[i + 1]) )
OC||i: 1<i<NAodd(i)::
ylil, yli + 1] 1= sort2(y[i], yli + 1]) )
end{P4}

O(N) procesormi vykonanie P4 trva O(N). Nasledujuci
program priamo ,pocita® kroky.
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Triedenie — Paralelné architektury
(synchrénne) 2

Program P5
declare m: integer
initially k =00 y[0] = —oc Oy[N + 1] = w
assign
(|| i+ 1 <i<N::yl[i] := min(y[i], y[i + 1]) if (i = k mod
2) ~
max(y[i], y[i - 1]) if (i # k mod 2) )
| | k:=k+1ifk<N
end{P5}
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Triedenie — Rank sort 1

pre kazdy prvok z y vypocCitame pocet prvkov mensich alebo rovnych
v y — tato hodnota je poradové Cislo (pozicia) tohoto prvku v
usporiadanom y

Program P6

declare r: array[1 .. N] of integer

always
(i 1<i<N:i:rli]=(+j: 1 <j<NAX[J] <x[i]:: 1))
OC||7i:1<i<N::y[r[i]] = x[i])
end{P6}
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Triedenie — Rank sort 2

DoOkaz: treba ukazat nasledujlce tri vlastnosti programu P6:
1. rovnosti su proper
2. y je permutacia x
3. y je usporiadané

Vyraz ( +j: 1 <j< N A x[j] < x[i] :: 1) mozno vypocitat v ¢ase
O(log N) s O(N) procesormi.

Takze vSetky r[i] mozno vypocitat v ¢ase O(log N) s O(N?)
procesormi.

Alebo v Case O(N) s O(N) procesormi, ak jeden procesor rata r{/],
a to v Case O(N).
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Protokol na komunikaciu
cez chybove kanaly (Faulty channels)

proces sender ma pristup k nekonecnej postupnosti dat
ms

proces receiver: jeho vystupom je postupnost mr, ktora
splna nasledovnu Specifikaciu:

Invariant mr c ms
lmrl =n—> |mrl =n+1
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Faulty channels 2

e ak procesy komunikuju cez neohraniceny spolahlivy
kanal, riesenie je jednoduché:
c, ms := c¢; head(ms), tail(ms) {sender}
0 ¢, mr := tail(c), mr; head(c) if ¢ # null {receiver}

kde initially ¢ = mr = null a head(p); tail(p) = p.

< +
L |
+
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Faulty channels 3

budeme riesit problém, ak c je chybné - sprava moze byt
stratena alebo duplikovana, ale len konecne vela raz
zjednoduseny problém:

sender a receiver komunikuju cez zdielané premenné x a
y:

e sender pise do x a Cita y

e receiver pise do y a Cita x

T

| sericier | | receiver |

S~ e —
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Faulty channels 4

sprava je stratena, ak sender zapise do x prv, nez to receiver
precital

sprava je zduplikovana, ak receiver znova cCita x bez toho, ze
by sa medzitym obsah x zmenil

podobne plati strata/duplikovanie pre y

predpokladdame, ze sender posiela postupnost 1, 2, 3... (teda
spravy ocislujeme a namiesto sprav posielame len ich Cisla)

nech
ks — posledné cCislo poslané senderom
kr — posledné cCislo prijaté receiverom
initially ks = 1 A kr=20
invariant kr < ks {prijima sa len to, ¢o bolo poslané}
kr=n—>kr=n+1 {nakoniec sa prijmu vetky spravy}
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Faulty channels 5

e pozadovany program musi spifat tuto Specifikaciu a
naviac jeho prikazy sa daju rozdelit do dvoch skupin
(pre sender a receiver):

- ks vie Citat a pisat len sender (SRW)
- kr vie Citat a pisat len receiver (rRW)
- X, ¥y sa mozu vyskytovat v oboch skupinach

- do x vie priradovat len sender

- do y vie priradovat len receiver
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Faulty channels 6

zjemnime progress podmienku:
kr=n—>ks=n+1->kr=n+1
to sa zabezpedi prikazom
ks := kr+ 10Kkr := ks
pritom vsak toto nespifia podmienky (sRW) a (rRW)
opat zjemnime progress podmienku:
kr=n—>y=n—->ks=n+1->y=n+1->kr=n+1

e Program P1
declare X, y, ks, kr: integer
initially x, y, ks, kr=1,0,1, 0

assign
y = kr {receiver}
Oks :=y + 1 {sender}
Ox := ks {sender}
Okr := x {receiver}
end{P1}
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Faulty channels 7

x je chybovy kanal, cez ktory sa posiela ks

y je chybovy kanal, cez ktory sa posiela potvrdenie
invariant y < kr<x<ks<y + 1 (I1)

Dokaz:
- na zaciatku (I1) plati
— kazdé priradenie a := b spifia a < b,
a teda vykonanie a := b zachovda a<b
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Faulty channels 8

progress podmienka
kr=n—>y=n—>ks=n+1—>y=n+1—->kr=n+1

DoOkaz: ukazeme prey = n —> ks = n + 1, ostatnée

podobne
- y = n ensures ks = n + 1 vyplyva z nasledovného:
—-yv=naArkszn+1=y=kr=x=Kks {z (I1)}

- {y=n}ks:=y+1{ks=n+ 1}
-{y=narkszn+1}ys{y=nvks=n+1}
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Faulty channels 9

Prenos lubovolnej postupnosti dat

ms — nekonecna postupnost (lokalna senderu)

mr — nekonec¢na postupnost (lokalna receiveru)

ms[j], j > 0 oznacuje j-ty element ms

do x sa pise dvojica x.dex, x.val

e Program P2
declare x: (integer, data item), y, ks, kr: integer
initially v, ks, kr =0, 1,00 mr=nulll x = (1, ms[1])

assign

y = kr {receiver}
Oks:=y+1 {sender}
0 x := (ks, ms[ks]) {sender}

0 kr, mr := x.dex, mr ; x.val if kr # x.dex {receiver}
end{P2}
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Faulty channels 10

Spravnost P2:
invariant mr c ms

lmrl =n— |mrl =n+1

Pozorovanie: (I1) plati aj pre P2, kde miesto x je x.dex
oznacenie x.val e ms ak 3j : x.val = ms[j]
plati nasledovny

invariant x.val e ms Amrc ms A |mr| = kr (I12)
(Hint: z (I11) kr # x.dex = kr + 1 = x.dex)

Progress podmienka ma podobny dokaz ako v P1

Poznamka. Z (I1) a hintu kr := x.dex if kr # x.dex mozno v P2
nahradit kr := kr + 1 if kr # x.dex a zarovefl mozno kr := y +
1 nahradit ks := ks + 1 ifks = y
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Faulty channels 11

V predchadzajucich programoch duplikovanie a strata
spravy boli ,pod kontrolou" sendera a receivera

Specifikacia chybného (resp. chybového) kanala:
- kazda sprava moze byt konecne vela krat stratena
- kazda sprava moze byt konecne vela krat
duplikovana
— spravy sU prenasané v nezmenenom poradi
- spravy nemozu byt poskodené
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Faulty channels 12

situacia s chybovym kanalom FC a bezchybovymi kanalmi

cs, Cr:

T

sernier

recerver
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Faulty channels 13

e FC moze len odobrat (head) z cs
stable c¢s je suffix cs®
- vSeobecne kvantifikované, cs® je konstantna postupnost
e FC moze pridat na koniec cr
stable cr? je prefix cr
e FC moze stratit spravu z cs alebo duplikovat spravu do cr
invariant (¢cs — ¢s) loss cr
- ¢s: cela ,histoéria® cs
— ¢S — cs: prefix ¢s bez c¢s
— u loss v: v je mozny vystup z chybného kanala, za
predpokladu, ze vstup je u
e (null loss null)
e (uloss v) = (u;mloss v) strata

e (u;m loss v) = (u;m loss v;m) duplikacia
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Faulty channels 14

[ak sprava m (a ziadna ind) je nekonecne vela krat pridana
do cs, tak sa m raz (eventua//y) objavi v cr]

Predpokladame mnozinu predikatov p.m (predikat existuje
pre kazdé m)

- gk p.m plati, Zziadne ind sprava ako m nemoze byt pridana
0 CS

- p.m plati nanajvys pre jedno m (pocas ,vypoctu®™)

- ak p.m je true, tak raz (eventually) bude false alebo m je
pridané do cs (tJ zvysi sa dlzka cs)

za tychto predpokladov FC zarudi, Ze ak raz p.m je true,

potom sa raz (eventually) bude rovnat false alebo m sa Ob_]aVI
V Cr

Predpoklad: p.m A p.n=>m =n
p.m A ¢cs = null unless —p.m v ¢cs = {(m))
p.m A (cs = ¢s®) A (cs # null) unless
—p.m v ¢cs = tail(cs®) v cs = ¢csO;m
p.mna |cs| = k— —p.m v |cs| > k

Zaver: p.m— —-p.mv (M e cr)
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Faulty channels 15

e Program simulujuci FC
— strata spravy
cs .= tail(cs) if cs = null
— duplikacia spravy
cr := cr;head(cs) if cs = null
— spravny transfér
cs, cr = tail(cs), cr;head(cs) if cs = null

(neobsahuje predpoklad, ze len konecne vela chyb
mozno vykonat za sebou)

e zavedieme premennu b: boolean, ktora znaci ,,chyba
nenastane”
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Faulty channels 16

Program FC
declare b: boolean
initially b = false
assign
cs := tail(cs) if cs = null A =b
0 cr := cr;head(cs) if ¢cs # null A —b
0 b, cs, cr := false, tail(cs), cr;head(cs) if cs = null
0b := true
end{FC}
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Faulty channels 17

Protokol 0 FC pre komunikaciu s dvoma chybnymi
kanalmi (pre cr, cs a pre ackr, acks) ma splnat
nasledujuce podmienky:

invariant mr c ms
lmrl =n—> |mrl =n+1

Modifikujme P2 takto:
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Faulty channels 18

Program P3
declare ks, kr: integer
initially
ks, kr=1,0
0cs, cr, acks, ackr = null, null, null, null
0mr = null
assign

ackr := ackr;kr

0 ks := ks + 1 if acks # null A ks = head(acks)
|| acks := tail(acks) if acks + null

0cs := cs;(ks, ms[ks])

0 kr, mr := kr + 1, mr;head(cr).val

if cr = null A kr # head(cr).dex
|| cr := tail(cr)
end{P3}
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Faulty channels 19

Pri dokazovani spravnosti protokolu pouzijeme upravené
invarianty (I11), (I2)

invariant y < kr<x.dex<ks<y + 1 (I1)
invariant x.val e ms Amrc ms A |mr| = kr (I2)

(I1) sa da prepisat (x, y mézu byt nedefinované, ak
zodpovedajlce kanaly su null) nasledovnym sposobom

(Vy:yeacksvy eackri: y<kraks<y+ 1)

(VX: X e CS v X € cr.: kr < x.dex < ks) A

kr < ks < kr+ 1
podobne sa da prepisat aj (12)
potrebujeme este jeden invariant:

invariant cs.dex, cr.dex, acks, ackr su neklesajuce
postupnosti (I3)
Uloha: dokaz (I1), (I2), (I3) a nasledujucej progress
podmienky:

kr=n—>kr=n+1
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Faulty channels 20

Z (I1) pre P3 mame
ak cr # null tak kr < head(cr).dex < kr + 1

teda
kr # head(cr).dex = (kr mod 2 = [head(cr).dex] mod 2)
ks = head(acks) = (ks mod 2 = head(acks) mod 2)

P3 modze byt zjednodusené tak, ze nahradime kr, ks
nasledujucimi: kr mod 2, ks mod 2

dostavame Alternating Bit Protocol
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Global snapshots 1

Uloha: modifikovat dany program tak, aby sme mohili
zaznamenat stav jeho vypoctu

toto je problémom pri asynchronnych a distribuovanych
systémoch

Priklad:
e Program P
declare x, y, z: integer
initially x, vy, z=0,0, 0
assignx :=z+ 10y :=x0z:=y
end{P}
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Global snapshots 3

PodrobnejSia Specifikacia:

pre zjednoduSenie budeme predpokladat, Ze stav sa
zaznamenava len raz (lahko sa to rozsiri pre
viacnasobné pouzitie)

transformujeme dany program tak, ze potom tento
zaznamena stav povodného programu

zaznamenany stav — stav, ktory sa moze vyskytnut vo
vypocte, a to medzi tym, ked' je zaznamenavanie
(zaznam) inicializované a ukoncené

zaznamenavanie je inicializovane, ak premennej begun
je priradena hodnota true

begun je stable
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Global snapshots 4

nezaoberame sa tym, kedy sa begun stane true

predpokladame, ze ak begun sa stane true, ak v
konecnom cCase sa ukonci zaznamenavanie

pod stavom myslime stav (t.j. hodnoty premennych)
povodného programu

[sO] v [s1], kde sO, s1 su stavy a v je konecna
postupnost prikazov, znamena: ak zacneme v s0O a
vykoname v, tak skonCime v s1

init — stav, pri ktorom je zaznamenavanie inicializované
(begun « true)

rec — stav zaznamenany transformovanym programom
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Global snapshots 2

stavom P je trojica hodnoét X, y, z
lahko vidno, Ze jedind mozna postupnost stavov P je
(0,0,0)—>(1,0,0)>(1,1,0)—>(1,1,1)> (2,1, 1)
—(2,2,1) > ..
P spifa invariant
invariant (x> y)A(y2z2) A(z+12>x)

ak hodnotu x zaznamename v stave (0, 0, 0) a hodnoty
y a z v stave (1, 1, 0), tak zaznamenany stav (0, 1, 0)
nie je stavom ziadneho vypoctu
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Global snapshots 5

cur — nejaky stav, ktory sa vyskytuje vo vypocte po
tom, ¢o bolo zaznamenavanie ukoncené
pozadujeme, aby existovali postupnosti u, v také, ze
[init] u [rec] A [rec] v [cur]
stavové premenné:

x.done - plati prave vtedy, ked x bolo zaznamenané
zaznamenavanie je ukonceneg, ak Vvx plati x.done
zaznamenana hodnota je ulozena do x.rec
stav rec je teda dany hodnotami ( vx:: x.rec)
stav cur je dany momentalnymi hodnotami x
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Global snapshots 6

invariant a progress podmienka:
invariant { Ax:: x.done )= ( 3u, v: [init] u [rec] A [rec] v [cur] )
begun — { Ax:: x.done )
neformalne:
— zaznamenavanie sa skonci v konecnom case
- [rec] je na nejakej ,ceste" medzi [init] a [cur]

Program P1

initially ( ||x:: x.done = false )

add ( ||x:: x.rec, x.done = x, true if begun A —x.done )
end{P1}

P1 je vhodny pre sekvencné pocitace, nevhodny pre asynchronne
pocitace
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Global snapshots 7

Ziemnenie povodnej Specifikacie:

pre kazdy stav vypoctu (poévodného programu)
definujeme
X.partial = x.rec if x.done
~ X if —x.done

invariant a progress podmienka:

invariant begun = ( 3u, v: v obsahuje len
zaznamenané premenneé:: [init] u [partial] A
[partial] v [cur] )

begun — { Ax:: x.done )
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Global snapshots 8

neformalne:

— partial je kombinaciou rec a cur
e pre zaznamenané rec = partial
e pre nezaznamenané cur = partial

- ked' sa inicializuje zaznamenavanie, init = partial
- ked' sa zaznamenavanie skonci, rec = partial

— zaznamenavanie nemeni partial

- v nechava partial nezmeneny

Vypocet pre program P:
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Global snapshots 9

Events State Zaznamenané  partial  X.rec  y.rec  zZ.rec
initially 0,0,0 _ 0,0,0 _ _ _
zmenastavu 1,0,0 _ 1,0,0 _ _ _
Zaznam X 1,0,0 X 1,0,0 1 _ _
zaznamy 1,0,0 Xy 1,0,0 1 0 _
zmenastavu 1,1,0 X,y 1,0,0 1 0 _
zaznam z 1,1,0 Xxv,z 1,0,0 1 0 0
zmenastavu  1,1,1 Xx,v,zZ 1,0,0 1 0 0
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Global snapshots 10

Pravidlo R:

o Ked sa prikaz daného programu vykona, tak plati jedno z
nasledujucich:

— vSetky premenné v danom prikaze sU zaznamenaneg,

- vsetky premenné v danom prikaze su
nezaznamenane;

e hodnota x moze byt zaznamenana hocikedy potom, ¢o
bolo zaznamenavanie inicializované€, a prv, nez sa vykona
prikaz obsahujuci x a nejaké uz zaznamenanée hodnoty.

e Tvrdenie: Kazdy program, ktory implementuje R, spifa
predchadzajuci invariant.
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Global snapshots 11

Neformalny dokaz:

Invariant plati, ked inicializujeme zaznamenavanie, za u, v
vezmeme null.

Ukazeme, ze invariant sa zachova po vykonani prikazu t, ktory
spifia R.

— nech vsetky premenné v t sU nezaznamenané a plati
invariant pred vykonanim t. v obsahuje len premenné
zaznamenang, teda v a t nemaju spolocné premenneé.
Mo6zu byt teda vykonané nezavisle na sebe;

e 7a U vezmime u;t
e zZa v vezmime v

— nech vsSetky premenné v t suU zaznamenané; potom partial
sa hemeni;

e za U vezmime u
e za v vezmime v;t

225



Global snapshots 12

V okamihu, ked’ sa inicializuje zaznamenavanie (begun « true)
plati

init = cur A partial = cur

teda invariant plati pre u = v = null.

Predpokladajme, ze invariant plati pre nejake u, v a nejaky
vypocet.

Budeme uvazovat 3 pripady, kedy sa mdze menit partial
alebo cur.
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Global snapshots 13

Pripad 1:

ak sa zaznamena premenna, tak sa nemenia hodnoty partial
alebo cur a teda mdzeme zobrat povodné u, v.

Teraz budeme uvazovat, ze sa vykona prilaz t. Nech cur’ je
stav pred vykonanim t a cur je stav po vykonani t.

Podobne pre partial.
Z invariantu mame:
[init] u [partial’] A [partial’] v [cur’]
dalej
[cur’] t [cur]
Musime najst u’, v’ tak, aby platilo
[init] u’ [partial] A [partial] v’ [cur]
(Vykonanie t neovplyvnuje x.done alebo x.rec.)
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Global snapshots 14
e Pripad 2:

t obsahuje nezaznamenané premenné. Potom lahko
vidno

[partial’] t [partial] (*%*)

[init] u;t [partial]

[partial’] v;t [cur] (*)
t obsahuje len nezaznamenané premenné t.j. mozno
vymenit poradie t a v, mame teda

[partial’] t;v [cur]
z predchadzajuceho (**)
[partial] v [cur]
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Global snapshots 15

e Pripad 3:

t obsahuje len zaznamenané premenné.
Z definicii
x.partial = x.rec if x.done ~ x.cur if —x.done
x.partial’ = x.rec if x.done ~ x.cur’ if —x.done
teda partial = partial’
[init] u [partial]
dalej z [partial’] v [cur’] mame
[partial] v;t [cur]
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Global snapshots 16

Jednoduché programy na zaznamenanie
stavu

Asynchrénna shared-memory:
— v nejakom okamihu sa procesy doCasne zastavia

— zastaveny proces ostane zastaveny, kym sa
nezaznamena globalny stav

- ked' su vsetky zastaveng, ich stavy su zaznamenane
— po zaznamenani sa opat spustia
takto modifikovany program trivialne splna R
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Global snapshots 17

Distribuovana architektura:

vyuzijeme proces central

central posle vSetkym procesom poziadavku zastavit
vypocet

kazdy proces po obdrzani tejto spravy posle potvrdenie
centralu a zastavi sa

ked central dostane potvrdenie od kazdého procesu,
vsetkym posle prikaz na zaznamenanie stavu

kazdy proces zaznamena stav a posle ho centralu

ked central dostane od kazdeho jeho stav, posle vsetkym
pokyn na pokracovanie

ked procesy tento pokyn na pokracovanie dostanu, poslu
centralu potvrdenie a pokracuju

ked central dostane vsSetky potvrdenia o pokracovani, je
pripraveny na dalsi zaznam
kazdy proces vyuzije 6 sprav, trividlne to splna R
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Global snapshots 18

zatial' sme ignorovali, o s obsahom kanalov (proces nemoéze
¢itat priamo cez kanal)

- stav kanalu vypocitame z toho, o bolo poslané minus to,
co bolo prijate

— pre kanal c plati:
e c.sent = c.received; c.state
t.j.
e c.state = c.sent - c.received
- c.sent je lokalna tomu, ¢o posiela
— c.received je lokalna tomu, co prijima
- definujeme
c.state.rec = c.sent.rec - c.received.rec

- takyto mechanizmus je dost neefektivny, lebo c.received,
c.sent mozu byt velmi dlhé, no my potrebujeme len ich
rozdiel

e Modifikacia:

- ked proces zastavi ¢innost, prv nez zaznamena svoj stav,
posle na kazdy vystupny kanal marker (znacku)
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Global snapshots 19

Efektivhe programy na zaznamenanie
stavu

Asvnchronna shared-memory:

- predpokladajme, ze premenna y v prikaze t bola
zaznamenana t.j. plati y.done a ze ind premenna x v t
nebola zaznamenan3, t.j. —x.done

— pravidlo R hovori, ze t nem6ze byt vykonané skor, nez
sa X hezaznamena

- zaznamenanie x mozno dorobit zaroven s t:
( ||x: t obsahuje x A —x.done::
x.rec, x.done = x, true if ( 3y: t obsahuje y:: y.done
» ot
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Global snapshots 20

na zaciatku predpokladajme, ze zaznamenavanie je
iniciované zaznamenavanim jednej Specifickej
premennej first

first.rec, first.done := first, true if begun A —first.done

je isté, ze v koneCnom Case po zaznamenani first
bude zaznamenana kazda premenna, ktora sa
vyskytuje v nejakom prikaze t spolu s first

definujme
x je_spolu s y =( 3 prikaz t:: t obsahuje x A t obsahuije y
)

je_spolu* = tranzitivny uzaver je spolu
plati
x.done A x je_spolu s y — y.done

x.done A x je_spolu™ s y — y.done
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Global snapshots 21

— ak pre nejaku premennu y neplati
first je_spolu™ s y
tak premenné rozdelime do skupin a zaznamenavanie
aplikujeme zvlast pre kazdu skupinu

Program P2
initially ( ||x:: x.done = false )
transform Vvt
{ ||x: t obsahuje x A —x.done::
x.rec, x.done = x, true if ( 3y: t obsahuje y:: y.done

)
||t
add
first.rec, first.done = first, true if begun ~ —first.done )
end{P2}

235



Global snapshots 22

Distribuovana architektura:

1 Nech iniciator je proces, ktory iniciuje zaznamenavanie
tak, ze zaznamena svoj vlastny stav a posle markre na
vSetky vychadzajlce kanaly

2 Proces, ktory este nezaznamenal svoj stav, po prijati
markra zaznamena svoj stav a posle marker na vsetky
vychadzajuce kanaly, ktoré mu patria

3 Stav kanalaje zaznamenany procesom, ktory z neho
prijima spravy — je to postupnost sprav prijatd po tom,
co jeho vlastny stav je zaznamenany a prv, nez sa
prijme marker
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 1

Detekovanie stabilnych vlastnosti:

- je to problém, ked top musime robit
pocas behu programu

- rozdelime ulohu na dve Casti:
1. zaznamename globalny stav

2. zistime, Ci zaznamenany stav ma
pozadovanu vlastnost
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 2

e claim ..... boolovska premenna
oW .......... stabilna vlastnost

claim detects W ak:

invariant claim => W
W — claim
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 3

® reC ............ zaznamenany stav
e W(s) hodnota W v stave s

Definujme

claim = W(rec)

(predpokladajme, ze pociatocna hodnota rec je
taka, ze — W(rec) )
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 4

Riesenie:
rec:= globalny stav vypoctu if — W(rec)

t.j. z Casu na Cas sa zaznamenava rec az kym
neplati W(rec)
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 5

Dbokaz spravnosti strategie, t.j. toho, ze
plati:
W(rec) detects W (W ....W(okamzity stav))

Ddokaz invariantu (invariant W(rec) => W)

kazdy stav st po zaznamenani je
dosiahnutelny z rec i.e. existuje v

[rec] v [st]
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 6

Kedze W je stable tak pre kazdé dva
stavy s1,s2 take, ze s2 je dosiahnutelnée
z sl plati:

W(sl) => W(s2)
a odtial
W(rec) => W(s)

pre vSetky stavy s, ktoré sa vyskytuju
po ukonceni zaznamenavania
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 7

Dokaz progress podmienky (W — W(rec) )

ak zaznamenavanie je iniciované v stave ked' W
plati, tak W bude platit aj v stave rec (kedze

je W stabilné)

Plati W ensures W(rec)

kedZe

{W A — W(rec) }

rec:= globalny stav vypoctu if — W(rec)
{W(rec) }
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 8

Detekcia terminacie

dana mnozina procesov V, kazdy proces moze byt v dvoch
stavoch:

- idle (dosiahol pevny bod)

- active (- idle)

ak je process v idle tak jeho stav m6ze zmenit iny proces u,
ktory s nim zdiela premennu, ktord u mdze menit (tento vztah
oznacime grafom (V,E), kde (u,v) je hrana) t.j.:

v.idle := v.idle A u.idle

aktivny proces sa moze kedykolvek stat idle
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 9

Program RO
assign
<0u,v :(uv)e E:: v.idle := v.idle A u.idle >
0 <Ou:uelV:: u.idle:= true>
end

terminacia nastane, ked' vsetky procesy su idle, t.j.
W=<AU:UueV:: u.idle >

claim detects W
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 10

Program R1
initially claim = false

add
claim := < AU : U e V:: u.idle >

tento program sice detekuje terminaciu ale je vhodny len
pre sekvencné architektury
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 11

Asynchrénna shared-memory architektura

Stratégia:
invariant d = {u | u.idle}
claim detects (d=V)

Program R2
initially claim = false 0 d = {u | u.idle}
assign

<0Ou,v :(u,v)e E:: v.idle := v.idle A u.idle

|| d:=d - {v} if —u.idle >

0 <Ou:ueV::u.idle:=true || di=du{u} >
0 claim := (d=V)
end
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 12

nevyhoda R2 je, ze d meni kazdy prikaz

Vylepsenie:

b - mnozina procesov

u.delta -mnozina procesov, ktoré u
aktivoval od poslednej zmeny b (u.delta
je lokalna ku u)
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Detekovanie stabilnych vlastnosti 13

Program R3
initially claim = false 0 b= 0 < 0 u : u.delta= & >
assign

<0u,v :(uv)e E:: v.idle := v.idle A u.idle

|| u.delta:= u.delta U {v} if —u.idle >

0 <0Ou:ueV::u.idle :=true >
0 <0Ou: b,u.delta :=b u {u} —-u.delta, g if u.idle >
0 claim := (b=V)
end
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Byzantska dohoda 1

Zadanie:
— dva druhy procesov: spolahlivé a nespolahlivé
- Specialny proces general: jeden z nich; moze byt
spolahlivy alebo nespolahlivy
— procesy navzajom komunikuju
- kazdy ma lokalnu premennu, su ulozené v poli byz:
proces x ma premennu byz[x]

Uloha: navrhnGt program, ktory ked’ vykonavajl
spolahlivé procesy, tak vsSetky si nastavia rovnaku
hodnotu premennej byz. Naviac, ak je general
spolahlivy, tak touto hodnotou je pociatocna hodnota
generala d°[g]
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Byzantska dohoda 2

e Predpokladame, ze je
t nespolahlivych
> 2.t spolahlivych
(inak algoritmus neexistuje: napr. 1 nespolahlivy a 2
spolahlivi: toto je aj zaklad pre dokaz)
e OznacCenie premennych:
u, v, w— spolahlivy proces
X, Yy, Zz — lubovolny proces
g — proces general

e premenné spolahlivych procesov budeme oznacovat
spolahlivé, podobne pre nespolahlivé
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Byzantska dohoda 3

Specl.:
byzlu] = byz[v]
a ak g je spolahlivy, tak
byz[u] = d°[g]

Ak g je spolahlivy, tak druha podmienka implikuje prvu.
Obmedzime sa na pripad, ked d°[g] je boolovska.
V pripade, ze d°[g] ma 2™ moznych hodnot, zakddujeme

ich do m bitov a spustime paralelne na (teraz uz
boolovské) zlozky binarneho kodu.
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Premenné
con
con’
con’

Byzantska dohoda 4

— postupnost matic (presvedcenia)
'x, y] - r-ta matica a jej prvok [x, y]
'x, y] - je boolovska a lokalna pre x

d[x] - je boolovska a lokalna pre x

(hoc
con’

nota x v r-tom kole dohadovania)
u, *] ={(+ x: conu, x] :: 1)
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Spec2:

(B1)
(A1)
(A2)
(E1)
(E2)

Byzantska dohoda 5

(AU U=G . =d[u] ) A (AU, x:: —con[u, x])
con[u, v] = d-1[v]

con~[u, x] = con'lv, x]

dlu] = d-[u] v (conTu, *] = r A conu, g])
byz[u] = d*1[u]

Spravnost Spec2 (ukdzeme, ze Spec2 = Specl)
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Byzantska dohoda 6

e Veta: Ak g je spolahlivy, tak plati
(Vr:r>1::dlu] = d°[g])
Dbokaz: indukciou cez r
r=1:
z (E1): di[u] = d°Tu] v (coni[u, *] > 1 A coni[u, g]),
ale con[u, g] = conl[u, *] > 1
a z (A1) conllu, g] = d°[g], takze
di[u] = dTu] v d[g].
Ak u = g, tak d'[g] = d°[g] v d°[g],
ak u = g, tak di[u] = false v d[g] = d9[g]
r>1:
d(u] = d-[u] v (conTu, *] = r A conu, g])
z hypotézy vieme, ze d~1[u] = d'[g]
z (A1) con'u, g] = d[g] (= d°[g]),
teda dTu] = d°[g] v (conTu, *] = r ~ d°[g]) z Coho
du] = d°[g]
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Byzantska dohoda 7

Veta: (vu, v:: d*1i[u] = d*i[v] )

Dbokaz: Ak g je spolahlivy, tak platnost vyplyva z predoslej vety.
Nech teda g je nespolahlivy.
Nech r je najmensie také, ze drfu] plati pre nejaké u. Ak také
r neexistuje, veta plati. Ukazeme, ze plati r < t a d+i[v] pre V
V.

—dr-1[u] A du] /* vyber rau */
con'[u, *]1 >r A conTu, g] /* z (E1) */

con'lu, x] = con™1[v, x] /* z (A2) */

—conu, u] /* z (A1), =™ [u] */
conti[v, u] /*z (Al), dTu] */
con™1[v, *] > con™*1[u, *] /* z predoslych troch */
con™i[v, *]>r + 1 /*z (a) */

con™1[v, g] /* z 2.riadku a (A2) */
dri[v] /* z predoslych dvoch */
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Byzantska dohoda 8

Teraz ukazeme, ze r < t, ¢im dostaneme d*1[u] = dt*1[v] z (E1).

Vyberali sme r tak, ze bolo najmensie, teda

—d1[w]

—con'fu, w] /* z (A1) */
t.j. con pre spolahlivé neplati (v r-tom kole), mézZe to platit
teda len pre nespolahlivé (nie nutne pre vsetky), ktorych je t.
Cize

confu, *] <t

r<coniu, *]<t
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Byzantska dohoda 9

Vlastnosti (A1) a (A2) sa nedaju zabezpedit pri
neautorizovanom komunikovani, preto ich musime
zjemnit.

Zavedieme nové premenné:

sumx, yl — of integer
obs'[x, y] — of boolean
val'[x, y] — of boolean

Spec3: (B1), (E1), (E2) a nasledujlce:

(B2) —o0bsO[u, x]

(A3) O<sumiu, x]-{(+w: obsw, x]:: 1)<t

(E3) obs™1[u, x] = (obsu, x] v sumu, x] > t v vallu, x])
(E4) vallu, v] = d"v]

(E5) conu, x] = sum'u, x] > 2.t
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Byzantska dohoda 10

Vysvetlenie:
(A3) sumu, x] — odhad u-cka, pre kolko w plati
obs"[w, x]
(E4) wvallu, x] — odhad u hodnoty dx]
(ak x je spolahlivy, tak je to presne d[x])
(E3) obs™[u, x] plati, ak
obs'[v, x] plati pre nejaké spolahlivé v
(obs"[u, x] v sum'u, x] > t)
alebo u odhaduje, ze d[x] plati
(E5) conu, x] plati, ak obs[w, x] plati pre viac nez t

spolahlivych procesov w
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Byzantska dohoda 11

Spravnost Spec3 (ukazeme, ze Spec3 = Spec2)

Z (A3) vieme, ze

(D1) (3w::obsw, x])vsumfu, x]<t
(D2) (Vw:: obs[w, x] )= sumu, x] > 2.t
(D3) sumu, x] > 2.t = sum'[v, x] >t

Dokaz D3:

sumu, x] > 2.t = ( +w: obsw, x]:: 1) >t
sum'v, x] > { +w: obs'[w, x]:: 1)Y>t
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Byzantska dohoda 12

Lema 1: (Vr: r>0:: obs™1[u, v] = d[v])
Dokaz: indukciou cez r

r=20

z (E3):
z (B2)
a z (E4)

r>1:

obs[u, v] = (obs®[u, v] v sum®[u, v] > t v valf[u, v])
(Vw:: —obs%[w, v]) a z (D1) mame:

obs[u, v] = val'[u, V]

obsl[u, v] = d[v]

obs™1[u, v] = (obs'[u, v] v sumu, v] > t v vallu, v])

sumu, v] > t = (Iw:: obs'[w, v]) /* z (D1) */
obsu, x] v sum'u, x] > t = ( 3w:: obs'[w, v])

(Aw:: obsTw, v] ) = d-1[v] /* indukcia*/
d-1[v] = dv] /* z (E1) */
vallu, v] = d"v] /* (E4) */
obs™1[u, v] = d[v] /*z 1 */
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Byzantska dohoda 13

Lema 2: (Vr: r>0:: con[u, v] = obs"[u, v])
Dokaz: indukciou cez r

r=20:

sumdlu, v] <t /* z (B2) */

—conO[u, v] /* z predoslého a (E5)*/
r>1:

obs'[u, v] = d-1[v] /* lema 1 */

(VYw, w’:: obs'[w, v] = obs'[w’, v] ) /* z T*/

obs'[u, v] = sumu, v] > 2.t /*z7Ta(D1), (D2) */

obsu, v] = conu, v] /* z (E5) */
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Byzantska dohoda 14

Veta: (Vr: r>1:: conlu, v] = d-1[v])

Dokaz:

Zzliem1la?2

Veta: (Vr: r>0:: confu, x] = con™1[v, x] )

Dokaz:

nech con'u, x], potom
sumu, v] > 2.t
(Vw:: sumw, x] > t)
( Vw:: obs™1[w, x])
sum~ifv, x] > 2.t
con™t1i[v, x]

/* z (E5) */
/* z (D3) */
/*z (E3)*/
/*z(D2) */
/* z (E5) */
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Byzantska dohoda 15

Vlastnosti (B1) a (B2) sa uz lahko implementuju ako rovnice.

(E1) — (E5) uz su priamo rovnice, teraz ostava prepisat (A3)
do

rovnic.
Premenné:
robs'[u, z, x]- lokalna k u, ktora cita hodnotu obs [z, x]
sumu, x] — pocet z takych, ze je robsu, z, x]
true

Spec4: (B1), (B2), (E1) — (E5) a nasledujlce:
(E6) robs’u, z, x] = obs"[z, x]
(E7) sum'u, x] = {( +z: robs'[u, z, x]:: 1)
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Byzantska dohoda 16

Vysvetlenie:
— proces u Cita pocCet procesov z, pre ktoré plati
obs’[z, x]; vysledok si ulozi do sumu, x]
— zapocitaju sa vsetky spolahlivé w, pre ktoré plati
obs"[w, x], a teda plati dolna hranica

- kedze mame t nespolahlivych, hodnota sumu, x]
nemo6ze prekroclit ( +w: obs[w, x]:: 1) o0 viac nez t

Tym je dokazana spravnost Spec4 (lebo Spec4 = Spec3).

265



Byzantska dohoda 17

e Program Byzantska dohoda

always
(Oy:y=#g::d[y] = false) (B1)
0¢(0y, x:: obs%[y, x] = false ) (B2)
0¢0r y:1<r<t+1:: (E1)

dly] = d-'[y] v (conTy, *1>r A conTy, g]) )
{ ,con'ly, *]” je skratka za ,( + z: con'[y, z] :: 1 )" }
0(0y:: byzly] = d*ily]) (E2)
0¢0r,y, x:0<r<t+1::
obs ™1y, x] = (obs'[y, x] v sumy, x] > t

v vally, x]) (E3)
0 vally, x] = d[x] (E4)
0 con'ly, x] = sumy, x] > 2.t) (E5)

0¢0r,y, z, x:0<r<t+1::robsly, z, x] = obs[z, x] )(E6)
0¢or,y,z x:0<r<t+1::
sum’y, x] = { +z: robs'[y, z, x]:: 1)) (E7)
end
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Byzantska dohoda 18

Rovnice mozno usporiadat v spravnom poradi (splnenie
poziadavky pre always-sekciu):

(B1), (B2), (E6), (E7), (E4), (E3), (E5), (E1), (E2)
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Temporalne logiky

propozi¢na logika =2 logika prvého radu
globalna = kompozi¢na
vetviaci sa Cas =2 linearny cas
casoveé body =x Casove intervaly
diskrétny Cas =2 spojity cas
minulost 2 buducnost
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Temporalne logiky 1

casova os:
- dvojica (S, <), kde < je Uplné usporiadanie
- izomorfna s (=, <)
cas:
— diskrétny
— pociatocny okamih
- nekonecny
AP: atomické propozicie (ozn. P, Q, ...)
Struktura linearneho c¢asu: trojica M = (S, x, L), kde
S - mnozina stavov
x: N - S — postupnost stavov

L: S - P(AP) — urcuje pre dany stav, ktoré atomické propozicie
v tomto stave platia (teda ktoré AP su true)
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Temporalne logiky 2

e oOznacenie:
— postupnost stavov x = sy, S, S5, S3, ..
- definujeme X' = s, S;, 1, Siz2, Siy+3, --- (teda x =

x0)
e zakladné temporalne operatory:
op  — eventually p (raz urcite p)(textovo Fp)
p -vzdyp (textovo Gp)

Op - nasledujuci krat p (textovo Xp)
p U g — p until g (g za¢ne platit, ked p
prestane)
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Temporalne logiky 3

e Syntax: mnozina PLTL formul je definovana ako najmensia
mnozina generovana nasledujucimi pravidlami:

- kazda AP (atomicka propozicia) P je formula
- ak p, g su formuly, tak p A g, —p su formuly
- ak p, g su formuly, tak p U g, Xp su formuly

potom mozno zaviest oznacenia

Fp = true U p o p

Gp = —-F-p C1p

Fep = GFp (nekonecne vela krat)
G~p = FGp (skoro vsSade)
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Temporalne logiky 4

e Sémantika:

x |= Piff P e L(s,) pre atomicku propoziciu P
X|=pargqgiffplatix |[=pand x |=g
x |= —p iff neplati x |=p
x|=(pUgq)iff 3j (¢ |= gand Vk < j: xk |= p)
X |=Xpiffxt |=p
X |=Fpiff3j (¥ |= p)
X |=Gpiff vVj (¥ |= p)
X |=Fpiff vkIj >k (X |= p)
X |=G=piff Ik Vj > k (X |= p)
e Priklady:

G(p = Fq): vzdy ked plati p, tak raz zacne platit aj g
P A G(p = Xq) = Gp: temporalna formulacia indukcie
p = Fg: ak p plati teraz, tak raz bude platit g
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Temporalne logiky 5

Priklady pouzitia operatorov F, G, Xa U v
propozicnej linearnej temporal logic (znacky su
pri vrcholoch)
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Temporalne logiky 6

temporalna struktura: trojica M = (S, R, L), kde

S — mnozina stavov

RcSxStaka,zevse SIte S (s, t) eR

L: S - P(AP) — urcuje pre dany stav, ktoré atomické propozicie v
tomto stave platia (teda ktoré AP su true)

M mozno chapat ako znackovany orientovany graf s vrcholmi S,
hranami danymi R a vrcholy maju znacky dané L

Hovorime, ze M je
— acyklicky, ak nema orientované cykly

- stromova struktura, ak kazdy vrchol ma nanajvys jedného
predchodcu

— strom, ak je stromova struktura a ma koren
oznacenie:

- plna cesta x = (S,, Sy, Sy, S5, ---): pre Vi: (s;, S;.1) € R

- dEfinUJeme XI - (SI’ Si+1’ Si+2’ Si+3’ - )
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Temporalne logiky 7

CTL (Computational Tree Logic)

CTL* (Full Branching Time Logic) - silnejsia ako CTL, historicky mladsia;
najprv popiseme CTL*

Syntax: (stavové a path (,cestové™) formuly)

- kazda atomicka propozicia je stavova formula (S1)
ak p, g su stavové formuly, tak p A g, —p su stavové formuly (S52)
ak p je path formula, tak Ep, Ap su stavové formuly (S3)
kazda stavova formula je aj path formula (P1)

ak p, g su path formuly, tak potom aj p A g, —p su path formuly (P2)
ak p, g su path formuly, tak potom aj p U g, Xp su path formu (P3)
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Temporalne logiky 8

CTL™ tvoria stavove formuly

%I;I'OL)tvorla pravidla (S1), (S2), (S3) a pravidlo

- ak p, g su stavove formuly, tak p U g, Xp su
stavove formuly (PO)

CTL operatory
A — pre vSetky buducnosti
E — existuje buducnost

za A alebo E vzdy nasleduje jeden z operatorov
G, F, X, U

da sa ukazat ze CTL* ma vacsiu vyjadrovaciu silu
nez CTL
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Temporalne logiky 9

e Sémantika: (pre CTL*)

(S1)M, s, |=piff p € L(s,)

(S2)M, s, |=p rqiffplatiM, s, |=pand M, s, |=q
M, s, |= —p iff neplatiM, s, |=p

(S3)M, s, |=Epiffaxv Mtak, ze M, x |=p
M, s, |= Ap iff pre vx v Mplati M, x |=p

(PI)M, x |=piff M, s, |=p

(P2)M, x |=pnrgqgiffplatiM, x |=pand M, x |=g
M, x |= —p iff neplati M, x |=p

(P3)M, x |= (p U q) iff

3j (M, X |= g a Vk (k < j implikuje M, xx |= p)

M, x |=Xpiff M, x1 |=p
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Temporalne logiky 10

Priklady pouzitia operatorov A, E v propozi¢nej branching temporal
logic (znacky su pri vrcholoch; vrchol je vyplneny, ak ma znacku

p)

EFg EFz

_.Et}
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Temporalne logiky 11

— mnozina schém axiom
- mnozina odvodzovacich (inferencnych) pravidiel

formula p je dokazatelha (zapisujeme |-p), ak pre nu existuje
dbkaz, t.j. konecna postupnost formul taka, ze na jej konci je
p a kazda formula v nej je bud’ pripad axiomy alebo vyplyva z
predchadzajucich pouzitim nejakého odvodzovacieho pravidla
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Temporalne logiky 12

Schémy axidom:

tautoldgie propozicnej logiky

EFp = E(true U p)

AGp = -EF—p

AFp = A(true U p)

EGp = -AF—p

EX(p v q) = EXp v EXg

AXp = -EX—p

E(pUg)=qgv (pnEXE(p U q))
Alpvg)=qv (prAXA(p U q))

EX true A AX true

AG(r = (—g A EXr)) = (r= -A(p U q))
AG(r = (—g A~ EXr)) = (r = —AFq)
AG(r= (—-g ~n (p = AXr))) = (r= —E(p U q))
AG(r = (=g A AXr)) = (r = —-EFq)
AG(p = g) = (EXp = EXQq)

(Ax1)
(Ax2)
(Ax2")
(Ax3)
(Ax3")
(Ax4)
(Ax5)
(Ax6)
(AX7)
(Ax8)
(Ax9)
(Ax9')
(Ax10)
(Ax10")
(Ax11)
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Temporalne logiky 13

Odvodzovacie pravidla:
ak |-p, tak potom |-AGp (R1, zovSeobecnenie)
ak |-p a |-p = g, tak potom |-g (R2, modus ponens)

Veta: Deduktivny systém s axidmami (Ax1)-(Ax11) a
odvodzovacimi pravidlami (R1), (R2) je sound (zdravy,
korektny) and complete (Uplny) pre CTL.
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Temporalne logiky 14

— dana struktira M a formula p
Uloha: zistit, ¢i M je modelom pre p

Branching-Time-Logic—-Model-Checking

- dana konecna struktura M = (S, R, L) a BTL formula p

Uloha: pre kazdy stav s e S urdit, ¢ plati M, s|= p a ak &no, s

sa oznaci znackou “p
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Temporalne logiky 15

Linear—-Time-Logic—Model-Checking
— dana konecna struktura M = (S R, L) a LTL formula p

o Uloha: pre kazdy stav s € S ur¢it, ¢ existuje plna cesta,
splnajuca p, zacinajuca sa v s, a ak ano, s sa oznaci “Ep

e Priklad: CTL model checking

- predpokladajme, ze uz mame vrcholy, pre ktoré plati “p
oznacene”

- ideme oznacovat tie, pre ktoré plati AFp:
1. ak je vrchol oznacCeny p, tak ho oznacime aj AFp
2. (opakuje sa, kym sa da)

oznac vrchol s AFp, ak vsetci jeho naslednici su oznaceni
AFp

3. oznac —AFp tie, ktoré nie su oznacené AFp
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